
 

 

硕士学位论文 
 （学术学位）  

  
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

专业型硕士博士（打印时删除） 

障碍物密集环境中的编队导航 

姓    名：吴泽铭 

学    号：2130729 

学    院：电子与信息工程学院 

学科门类：工学 

一级学科：控制科学与工程 

二级学科：控制理论与控制工程  

研究方向：控制理论与控制工程 

指导教师：王祝萍 教授 

联合培养单位： 

 

二〇二四年三月 





 

 

A thesis submitted to 

Tongji University in partial fulfillment of the requirements for 

the degree of Master of Engineering 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

December 2023 

 

Candidate: Zeming Wu  

Student Number: 2130729 

School/Department: College of Electronics and 

Information Engineering 

Categories: Engineering 

First-level Discipline: Control Science and Engineering 

Second-level Discipline: Control Theory and Control Engineering 

Research Fields: Control Theory and Control Engineering 

Supervisor:  Prof. Zhuping Wang 

 

March 2024 

 

Formation Navigation in Cluttered 
Environments 





同济大学硕士学位论文摘要

摘要

近年来，随着传感器和通讯技术的飞速发展，多机器人系统的应用场景逐渐

从开阔水面、高空等障碍物稀疏的场景转向森林、废墟和城市建筑群等障碍物

密集的环境。由于场景的转变，现有多机器人编队研究面临着以下三方面挑战：

首先，在单机器人层面，障碍物密集场景中的机器人需要精确考虑其几何外形以

实现灵活的避障，但现有文献仍偏向于基于搜索和采样的规划，难以实时精确避

障；其次，在多机器人层面，当前编队算法侧重于底层控制，缺乏对环境信息的

充分考虑，使得机器人集群在障碍物密集环境中难以实现安全编队；再者，障碍

物密集场景中的编队需要综合考虑环境、自身和多机协同等约束，这些约束通常

存在冲突，而如何引入高层次协同来消解冲突尚待研究。

为了实现障碍物密集环境中计算效率高、求解质量优的多机器人编队导航

方案，本文按照从单机器人避障到多机器人编队，从低层次优化到高层次协同的

思路设计了以下三个算法：

(1)提出了一种单机器人在密集障碍物环境中的全尺寸实时避障算法。该算
法利用凸多胞体拟合机器人的几何外形，并将避障问题转化为优化问题，实现了

非保守的避障。为解决高维度、非线性优化难以实时求解的挑战，引入交替方向

乘子法和序列二次规划，提出了适用于嵌入式设备的实时优化算法。通过无人机

案例验证了算法的实际应用和高实时性。

(2)提出了多机器人在障碍物密集环境中的协同编队轨迹优化算法。该算法
利用方位约束的平移、放缩不变性为编队避障提供更多自由度，使机器人集群能

够灵活地避障。通过变量消解等技术将问题转换为无约束轨迹优化问题，实现了

高质量轨迹的实时求解。通过编队保持、形成和导航三方面的仿真验证了算法的

有效性和优越性。

(3)提出了一种有效消除机器人集群死锁的编队任务分配算法。该算法设计
了一种完全分布式的协调方法，为集群引入高层次协同，通过精确势博弈方法寻

找稳定任务分配方案。本文证明了算法的收敛性，并从理论上保证了算法能够

提升编队的相似度并消解死锁。通过基准比较和联合仿真验证了算法的有效性，

并在实物实验中证明了引入高层次协同能够提高编队导航的成功率。

关键词：全尺寸避障，多机器人系统，编队导航，任务分配
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Abstract

In recent years, with the rapid development of sensor and communication technolo-
gies, the application scenarios of multi-robot systems have shifted from open waters and
high altitudes, where obstacles are sparse, to environments with dense obstacles such
as forests, ruins, and urban structures. However, the current research on multi-robot
formation encounters three main challenges: firstly, in dense obstacle scenarios, robots
need to precisely consider their geometric shapes for flexible obstacle avoidance. Ex-
isting literature tends to rely on search and sampling-based planning, which struggles
to achieve real-time and accurate obstacle avoidance. Secondly, existing formation al-
gorithms focus on low-level control, lacking sufficient consideration of environmental
information, making it difficult to achieve safe formation in cluttered environments.
Lastly, in cluttered environments, formation navigation has to deal with conflicting con-
straints related to the environment, self, and inter-robot collaboration. How to introduce
high-level coordination to resolve these conflicts remains a topic of investigation.

To achieve a computationally efficient and high-quality multi-robot formation nav-
igation solution in cluttered environments, three algorithms is proposed in this thesis,
following a progression from single-robot obstacle avoidance to multi-robot formation,
from low-level optimization to high-level coordination:

Firstly, a full-dimensional real-time obstacle avoidance algorithm is proposed for
single robot. This algorithm approximates the robot’s geometry with convex polyhe-
dron, and convert the collision avoidance problem to optimization problem, enabling
non-conservative obstacle avoidance. Based on this algorithm, a real-time optimization
scheme that suitable for embedded devices is proposed, which solve high-dimensional
and nonlinear optimization problems by alternating direction method of multipliers
(ADMM) and sequential quadratic programming (SQP). The practicality and effective-
ness of the proposed algorithm are validated through a case study with unmanned aerial
vehicles (UAVs).

Secondly, a formation trajectory optimization algorithm for multi-robots in clut-
tered environments is proposed. The algorithm utilizes translational and scaling in-
variance from bearing constraints to provide additional freedom for formation obstacle
avoidance, allowing the robot swarm to flexibly use scaling and translational maneu-
vers for obstacle avoidance. By transforming the problem into an unconstrained tra-
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jectory optimization problem using techniques like variable elimination, the real-time
high-quality trajectory solutions is achieved. The effectiveness and superiority of the
proposed algorithm is validated through simulations covering formation maintenance,
formation creation, and navigation.

Thirdly, a formation task assignment algorithm for multi-robot systems is proposed
to resolve deadlocks. This algorithm introduces high-level coordination by proposing
a fully distributed task allocation algorithm for the swarm. By transforming the task
allocation problem into an exact potential game, the stable task allocation is achieved.
We also proof the convergence of algorithm and guarantee the improvement of initial
swarm similarity and deadlock resolution theoretically. The algorithm’s effectiveness
is validated through benchmark comparisons, comprehensive simulations. The real-
world experiments also demonstrate that introducing high-level coordination improve
the success rate of formation navigation.

Key Words: Full-dimensional Collision Avoidance, Multi-robot Systems, Formation
Navigation, Task Assignment
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主要符号对照表

a, b, c, . . . 使用英文小写字母表示标量

a, b, c, . . . 使用粗体英文小写字母表示列向量

A,B,C, . . . 使用粗体英文大写字母表示矩阵

(ai), (bi), (ci), . . . 以 ai, bi, ci为元素的列向量

ℚ,ℝ,ℂ, . . . 使用黑板粗体英文大写字母表示集合

f(x), g(x), h(x) 函数

∥a∥2 向量的二范数

∥a∥W 以正定矩阵为权重的向量的二范数

∥A∥F 矩阵的弗罗比尼乌斯范数 (frobenius norm)
AT 矩阵的转置

A† 矩阵的广义逆，即Moore-Penrose伪逆
A⊗ B 矩阵的克罗内克积

≺ 向量的逐元素小于

⪯ 向量的逐元素小于等于

≻ 向量的逐元素大于

⪰ 向量的逐元素大于等于
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第 1章 绪论

第 1章 绪论

1.1 研究背景与意义

18世纪，人类进入机器时代。发展至今，信息化与智能化已经深度融合，它
在提高生产力水平、丰富物质供给的同时，也在重塑人力与机器力结合的劳动形

式和要求，为此各国均在积极布局机器人领域。在我国，机器人已成为国民经济

发展和军事力量增强的重要助力。海陆空天各类机器人系统被广泛应用于国防

和社会各领域，所执行任务从侦察打击、抢险救灾到安全巡检、智能制造等。随

着应用场景的多样化、复杂性和任务综合性，机器人技术的发展由个体向多体演

进。多机器人系统相较于个体机器人表现出的强大的环境适应性和鲁棒性，吸引

了国内外学者的广泛研究。

(a)鸟群通过协同飞行保留体力。 (b)鱼群通过形成编队干扰天敌。

(c)水面舰艇协同围捕。 (d)移动机械臂协同运输。
图 1.1 自然界中的群体行为及多机器人在工程领域的应用。

早期人们对于多机器人协同的关注来自于自然界中群体行为，如在迁徙的

过程中，鸟群通过协作编队飞行来实现保留体力、鱼群通过编队共同抵御捕食者

等等。这些群体行为往往能够产生 “一加一大于二”的效果，因此科学家们也希
望将这种群体行为引入到实际的工程应用中去。在军事领域，无人舰艇和无人机

组成的异构机器人系统，能够完成协同作战、侦察和补给等任务，多无人机系统
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通过蜂群算法可以实现大规模蜂群作战，提高对地攻击效率。在民用领域，多机

器人系统被广泛运用于野外位置环境建图[1-2]、灾后救援[3]、协同侦察[4]和环境检

测[5]等任务，如麻省理工学院完成了多机器人以几何队形在野外环境构建地图的

任务[6]；在卡耐基-梅隆大学研究的搜救机器人团队中，每个机器人能够按照能
力上的互补情况时刻保持局部位置上的某种关系，提升了机器人团队在野外搜

救任务中的鲁棒性[7-8]。在上述实际应用中，编队控制是多机器人系统完成任务

的基石。多机器人编队的目标是通过系统内部机器人之间局部的信息交互，使

机器人能够形成并且维持一个特定的相对位置以及相对速度关系[9]，实现队形保

持、队形变化和避障等多机器人系统的基本功能。先进的多机器人编队算法不仅

能够充分发挥单个机器人的感知、计算和行动能力，而且可以不断提高多机器人

系统的应用上限。因此，赋予多机器人编队系统更丰富的任务能力、更稳健的系

统鲁棒性和更高等级的安全性，不仅成为了理论研究热点，而且是促进其应用升

级改造的关键技术。

(a)水面舰艇集群在开阔水域的编队。 (b)固定翼在空中无障碍物环境的编队。

(c)四旋翼无人机集群在森林中的建图。 (d)卡车车队在城市道路环境中的队列控制。

图 1.2 多机器人编队的发展趋势：由开阔环境到障碍物密集环境。

传统机器人编队的应用场景有微小卫星在近地轨道的编队、固定翼无人机

的高空侦察和水面舰艇在开阔水域的围捕等。在这些场景中，由于可行空间不受

约束或仅受到简单约束，机器人一般不会遇到避碰和避障问题。然而随着近些年

来传感器和通讯技术的发展，智能多机器人系统应用场景的不断拓展，科学界及

工业界对编队技术提出了更高需求。在这种趋势下，多机器人编队的应用场景正

逐渐从上述可行区域无约束或仅受简单约束的场景向森林、废墟、城市建筑群等

可行空间受到极大约束的复杂场景转换。例如，在森林和废墟中的同时定位与建
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图技术、城市道路场景中的车辆排编队等等。在这些场景中，躲避环境中的障碍

物，保证机器人自身的安全性是编队导航的一项重要需求。现有主流的多机器人

编队研究侧重于从底层控制的角度出发，根据多机器人的系统数学模型设计控

制器实现编队的形成、保持和轨迹跟踪，缺少对环境信息的考虑，因而难以在可

行空间受到极大约束的复杂场景中应用；对机器人进行运动规划是处理环境信

息的有效方法，然而，适用于个体机器人的规划导航方法因没有考虑相互协同而

无法直接应用于多机器人编队中。据作者尽可能全面的调研，将多机器人编队问

题与规划导航进行有机融合的文献尚不多见。因此，相对于底层控制，从更高的

层次利用规划与优化的思想显式地考虑场景信息，面向多机器人编队建立协同

导航框架，在可行空间受到极大约束的场景中快速求解出可行路径，是实现复杂

场景下编队的创新思路。

在复杂的环境中的多机器人系统应用，如战场打击、灾后搜救等任务都具有

严格的时效性约束。现有规划算法侧重于通过对任务空间的不断地采样或将机

器人的构型空间 (Configuration Space)离散化后进行图搜索来寻找可行路径。这
类算法在障碍物较为稀疏的场景中通常可以快速的找到可行解。然而，当需要考

虑机器人的具体形状或可行空间受到极大约束时，这类算法往往会因为构型空

间维度的升高而导致求解变慢，甚至因为构型空间中的狭窄通道而导致求解失

败；再者，多机器人编队的规划本身就属于高维规划，传统规划算法会遇到维数

灾难而难以应用。与上述方法不同，基于优化的运动规划算法将机器人的规划问

题建模为带约束的优化问题，随后放到成熟的求解框架下进行求解。基于优化

的算法通常能够利用性能指标和优化约束的梯度等高层次信息引导搜索的方向，

从而加速求解。与传统基于采样和搜索的规划算法相比，基于优化的规划算法具

有更快的求解速度，是保证编队导航时效性的有效手段。因此，如何将复杂环境

中的规划问题建模为优化问题，并利用优化问题的内在结构及高层次信息进行

快速求解，是具有重要现实意义的科学问题。

在复杂场景下的编队导航任务中，需要同时考虑机器人自身的约束、机器人

之间的协作约束以及来自环境中的安全约束等等。这些约束之间难免存在冲突，

这些冲突往往会使得优化问题陷入到局部最优中，甚至导致优化问题无法求解，

从而降低了机器人集群协同的效率。具体到多机器人编队导航任务中，机器人

的编队约束和安全约束之间往往会产生冲突，导致机器人集群陷入到死锁当中。

引入更高层次的协同方法，如资源调度、任务分配等是消解不同约束之间冲突的

有效手段。因此，如何针对多机器人编队任务的特点，在更高的层次对机器人进

行协调，设计高效的编队协同算法是亟需解决的实际难题。

基于前述讨论中，本文针对障碍物密集环境设计了一套基于优化的编队导

航框架。该框架遵循从单机规划到多机协同，从低层次优化到高层次协调逐步递
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进的原则，提出了单机的精确避障算法，多机编队轨迹优化算法和分布式编队任

务分配算法。本文提出的算法旨在推动多智能体编队导航算法在实际场景中的

落地，因此从数值仿真、高保真物理引擎仿真和实物实验三方面对所提出算法进

行了验证，并给出了与目前学术界前沿编队导航算法的对比结果。

1.2 机器人编队导航研究现状

尽管已有文献中存在着各种各样的单机器人规划算法，但在作者尽可能详

尽的文献调研中，尚且缺乏在障碍物密集环境中的实时高精度避障算法。另一方

面，对于多机器人的协同编队算法而言，将规划的思想与多机器人编队有机结合

的文献尚且不多见。近年来提出的多机器人编队导航指的是利用运动规划的思

想实现多机器人的编队，同时在更高的层次对不同机器人进行协调。因此，对于

多机器人编队导航的文献调研应从单机器人规划、多机器人编队和多机器人任

务分配三方面开展。

1.2.1 单机器人的运动规划

机器人运动规划的目的为对环境信息进行不断地探索和利用以寻求运动路

径的可行解或最优解。常见的运动规划算法可以分为基于图搜索的算法、基于采

样的算法和基于优化的算法。

基于图搜索的规划算法: 基于图搜索的算法先将构型空间均匀离散为不同
的网格点，并根据这些网格点在空间上的相对位置构建图，随后通过对图的不断

搜索来寻求可行路径。例如最著名的图搜索算法，迪克斯特拉算法[10](Dijkstra Al-
gorithm)解决了初始构型和目标构型之间连接总长度最短的问题。A星算法[11]在

迪克斯特拉算法的基础上加入了启发式策略，通过启发效用函数与累积效用函

数对需要扩展的节点进行排序，有限搜索代价函数较低的节点，因而大大减少了

需要遍历的节点而提高了搜索效率。一些 A星算法的变体如 D星算法[12]，通过

在图中添加目标构型返回初始构型路径的思路提供了一种应对动态环境的方法。

上述图搜索方法直接在构型空间进行离散，由于没有考虑机器人的运动学方程，

生成的状态轨迹通常是不连续的因此无法直接交给到机器人执行，通常还需要

进一步对离散的点进行插值。为了解决这个问题，混合 A星算法[13]将机器人的

运动学方程引入到图搜索的过程中。与常见的图搜索方法直接在构型空间进行

搜索不同，混合 A星算法对机器人的控制空间进行离散，并利用控制量对状态
空间进行扩展，因此能够保证运动轨迹的连续性。类似的思想被运用到了无人机

的 SE(3)轨迹规划中[14]，通过对无人机的加加速度 (Jerk)进行离散、搜索，进而
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可以实现无人机在状态空间上的扩展，因此能够找到满足无人机动力学的激进

轨迹。基于图搜索的规划算法被广泛应用于自动驾驶汽车、无人机和其他机器人

的路径规划中。尽管如此，基于图搜索的规划算法面临着两方面的挑战：首先，

当遇到高维构型/控制空间时，搜索节点的数量将会呈指数增加，引发维数灾难；
其次，为了保证最终的运动轨迹不过于保守，需要保证足够的构型/控制空间分
辨率，然而分辨率的提升同样会引发节点数量的增加。因此，单纯基于图搜索的

规划方法不适用于对实时性要求高的场景。

(a) A星算法。 (b)混合 A星算法。
图 1.3 基于图搜索的规划算法。

基于采样的规划算法: 与基于图搜索的规划算法不同，基于采样的规划算法
不对构型空间进行离散，而是直接在构型空间中不断地采样来寻找可行路径。概

率路图算法[15](Probabilistic Roadmap, RPM) 利用随机采样得到的可行顶点构建
静态环境中的无碰撞轨迹图，随后采用图搜索算法找到可行路径。快速搜索随

机树算法[16](Rapidly Exploring Random Tree, RRT)则通过在线采样可行顶点和可
行边来构建搜索树，通过对树进行反向搜索来获取可行路径。上述两种算法均

具有概率完备特性，即随着采样个数趋于无限时，这些算法总是能够找到可行

的解[17]。文献[18] 探讨了基于采样算法实现渐进最优性的条件，并提出了渐进
最优版本的概率路图算法和快速搜索随机树算法，即 PRM*算法和 RRT*算法。
这两种渐进最优的变体在采样次数趋近无穷时，能够保证当前最优解逐渐收敛

至全局最优解。针对基于采样的最优运动规划问题，文献[19]提出了一种具有智
能探索和开发能力的采样框架。该采样框架将智能探索和开发结合，充分利用

了当前的路径成本和位置信息，能够减少探索空间，提升了最优运动规划问题的

实时性。上述基于采样的规划算法没有考虑机器人的运动学方程，因此不能直

接交给机器人执行。为了将机器人的动力学方程纳入到规划中，文献[20]基于快
速搜索随机树算法提出了针对于运动-动力学 (Kino-dynamic)的增量式采样规划
方法。该方法将两个采样点之间的轨迹插值问题建模为两点边值问题 (Two Point
Boundary Value Problem, TPBVP)，并用变分法对该最优控制问题进行求解。类
似的思想被运用到了具有线性运动学方程的机器人系统上[21]。尽管利用线性系
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统的性质可以加速两点边值问题的求解，这类算法存在难以利用启发信息进行

高效采样的缺点，因而通常被视作离线规划算法。此外，由于随机采样的本质，

基于采样的规划方法在遇到构型空间中的狭窄可行通道时通常难以发现可行解，

直接导致算法失效。然而，在密集的障碍物通常存在大量的狭窄的可行通道，因

此，单纯基于采样的规划算法亦不适用本文讨论的场景。

(a)快速搜索随机树算法。 (b)运动-动力学快速搜索随机树算法。
图 1.4 基于采样的规划算法。

基于优化的规划算法: 随着学术界及工业界对于运动轨迹要求的进一步提
高，基于优化的规划方法在近些年来受到越来越多的重视。相对基于搜索和采样

的算法而言，基于优化的算法在流程上更类似于运动轨迹的后处理方法。该类方

法算法更专注于在搜索出粗糙可行解后对机器人的运动轨迹进行更进一步的提

升，从而得到高质量局部最优解。基于优化的方法将机器人的运动规划问题建模

为最优化问题，然后通过成熟的最优化算法对该最优化问题进行求解。在基于优

化的方法中，通常需要给出机器人在执行任务过程中需要优化的指标，如最小化

距离、最小化消耗能量等；还需要给定机器人在执行任务的过程中需要满足的约

束条件，如运动学方程、执行器的饱和约束和机器人的安全约束等。在多机器人

的编队导航中，最重要的需求为保证机器人的安全，即优化问题中的避障约束。

因此，在该小节中的文献调研将专注于基于优化的避障技术。

广而言之，基于优化的避障算法可以根据对于被控物体的几何外形建模方

法大致分为两类，第一类为质点模型 (Point-mass Model)的避障算法，第二类为
全尺寸模型 (Full-dimensional Model)的避障算法。由于方法论上的简单性，绝大
多数文献[22-24]侧重于质点模型的避障算法，这类算法将被控物体建模为一个点，

随后通过引入膨胀半径的方法来考虑被控物体的几何外形。在这些方法中，障碍

物通常被假定为多面体或椭球。对于多面体障碍物，通常可以使用分段优化进

行处理，例如文献[25-27]将分段优化问题重构为混合整数规划问题。对于椭球障碍

物，避碰约束可以建模为光滑的非凸约束[28-29]，然后通过使用通用非凸优化求解

器来解决这些问题。尽管基于质点模型的避障算法得到了广泛的应用，但随着
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机器人应用场景的扩展，该类算法已经难以满足需求。例如，在自动驾驶领域，

质点模型的避障算法会导致密集车流中的超车行为过于保守，其解决办法为运

用全尺寸模型的避障算法。据作者尽可能详尽的文献调研，除了文献[30-34]外，
在基于优化的方法的背景下对于全尺寸的受控对象做避障的研究尚且不多。文

献[31] 通过受控对象的顶点对其进行建模，并在所有涉及的对象都是矩形的假
设下，通过确保受控对象的所有顶点都在障碍物外部来实现避碰。文献[30]提出
了一种更一般的处理完整维度受控对象碰撞回避的方法。该方法通过约束被控

对象和障碍物之间的符号距离 (Signed Distance)来实现避障，文章作者还提出了
一种序列线性化技术来处理符号距离函数的非凸性。文献[32] 基于符号距离和
凸优化问题的强对偶性提出了一种光滑的无碰撞约束。尽管如此，该方法会引入

大量的对偶变量，使得该约束难以应用于机器人的实时规划中。针对引入过多

对偶变量的问题，现有文献中存在两种方法。文献[33]提出了一种基于放缩法碰
撞检测的隐式无碰撞约束，该方法无需引入对偶变量，但该方法会引入不必要的

非光滑性，且隐式约束不利于优化问题的求解。文献[34]则充分探索引入对偶变
量后优化问题的结构特点，利用交替方向乘子法 (Alternating Direction Method of
Multiplier, ADMM)将优化问题分解为一系列子问题从而提高规划问题的求解速
度，然而，求解大量的子问题对于嵌入式设备而言依然是困难的。

1.2.2 多机器人编队

目前主要有控制领域和机器人领域的学者在研究多机器人的编队问题。控

制领域的学者侧重于研究多机器人编队的编队形成与保持[35-38]、编队整体机

动[39-41]和编队轨迹跟踪[42-45]问题。编队形成与保持主要研究的是如何驱动机器

人从任意位置出发最终运动到指定的几何队形上，并在未来的时间始终保持该

几何队形。文献[35]通过机器人间的相对位置设计代价函数，随后利用滚动时域
控制的框架设计编队镇定控制器，使得机器人能够收敛到给定的相对位置，从而

实现编队形成与保持。文献[36] 基于方位刚性理论设计了一种新颖的分布式控
制器，该控制器能够使得机器人收敛到指定的相对方位上，从而形成期望的几何

形状。由于方位信息与编队的整体位移和放缩无关，机器人集群最后形成的几何

形状的中心和放缩比例也是不确定的。编队机动控制则主要研究在形成编队后，

如何实现整体平移、整体放缩、整体旋转和整体仿射变换等机动动作。文献[39]
基于领航-跟随者框架，依据方位约束具有平移、放缩不变性的原理为跟随者设
计跟踪控制算法。通过设计领航者的轨迹，实现了基于方位信息的编队整体平移

和放缩机动，基于这些机动动作可以进一步实现编队的避障任务。文献[40]则基
于复数矩阵的特殊性质实现了二维平面内的放缩、旋转、平移和仿射编队机动控
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制算法，然而，由于复数矩阵的局限性该方法仅限于二维平面的情况，难以拓展

到三维空间中。与编队机动控制不同，编队轨迹跟踪则更为灵活，其目标为驱动

机器人收敛到一个时变的编队上。文献[42] 基于一致性原理为无人飞行器设计
了指定时间收敛的时变编队的跟踪控制器。文献[46] 则实现了单纯使用方位信
息的编队跟踪控制，由于方位信息可以通过摄像头等传感器获取，该方法具有很

好的落地应用潜力。尽管现有文献中存在各种各样的编队控制方法，但这些方法

都局限于针对特定的动力学系统、特定的感知信息设计底层控制器使之收敛到

给定的目标点或参考轨迹上。然而如何根据外界环境信息，如障碍物信息，地图

信息等合理地给定目标点、合理地为领航者给出参考轨迹依然是一个悬而未决

的问题，因此这些算法难以直接运用于障碍物密集的环境。

机器人领域的学者主要研究多机器人编队的轨迹生成[47-48]、障碍物躲

避[49-54]等内容。编队轨迹生成的主要研究内容为如何在满足特定约束，如机器

人运动学方程、机器人自身执行器约束和安全性约束等条件下生成高质量的运

动轨迹。作为编队轨迹生成的里程碑式工作，文献[47]提出了针对一般机器人系
统的编队轨迹生成框架。该框架继承了传统轨迹生成方法的结构，分为前端和

后端两个部分，前端的主要任务为通过图搜索、采样等方法生成粗糙的编队路径

点，后端的主要任务则为通过构建带约束的优化问题为每个机器人生成连续的、

光滑的、满足特定任务指标的高质量轨迹。该算法被成功应用于多移动机械臂编

队协同搬运物体和多车协同穿过狭窄通道的任务中。文献[48] 同样基于优化的
思想为多机器人编队生成高质量轨迹。该文献利用归一化的距离拉普拉斯矩阵

提出了一种新颖的编队性能指标—编队相似性误差，该指标相对编队的整体放

缩、平移和旋转不敏感，这为编队避障提供了额外的自由度。基于此特点，文献

将编队相似性指标、安全指标、机器人执行器约束指标等加权后同时进行优化，

实现了障碍物密集场景中的编队导航。然而，由于编队相似性误差的计算需要

所有机器人的状态信息，这对集群网络的通信能力提出了极高要求，因而难以拓

展到大规模集群上。另一方面，编队相似性误差存在极强的非线性，并没有理论

可以保证优化该指标能够保证集群一定收敛到期望的轨迹上。编队障碍物躲避

主要的研究内容为如何设计策略使得在机器人与机器人之间不发生碰撞、机器

人与障碍物之间不发生碰撞的前提下形成编队。文献[50] 分布式模型预测控制
设计编队控制器，通过向优化问题中添加相对位置约束来实现编队，通过约束无

人机之间的距离、无人机与障碍物之间的距离实现避障。文献[52]基于虚拟结构
设计了一种分层的编队避障框架，在上层通过控制虚拟结构的轨迹来实现编队

的整体机动，在下层通过人工势场来实现编队队形的保持和局部的障碍物躲避。

文献[53] 为无人机设计了一种基于规则的编队协同避障方案，通过为可能发生
碰撞的机器人重新规划目标点实现了无碰撞的编队轨迹生成。然而，该方法基于
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规则的设计方法过于复杂，难以推广到通用的机器人编队任务中。上述编队避障

算法更多倾向于将单个机器人的避障问题与多个机器人的编队问题分层处理或

分为两个子问题处理，如何充分利用编队的特点为编队避障提供更多的自由度，

利用编队机动实现避障仍然是一个开放的问题。

1.2.3 多机器人任务分配

多机器人任务分配问题是一个典型的组合优化问题，其应用范围不仅限于

多机器人系统领域，还包括任务调度和运营管理。匈牙利算法[55]是一种应用广

泛的集中式任务分配算法，该算法需要知道所有可能的机器人执行任意任务的

成本。然而，在实际的多机器人任务分配算法中，每个机器人通常只能知道自己

执行任意任务的成本，即只能知道本地信息，这使得匈牙利算法难以运用。现有

文献存在一些匈牙利算法的分布式变体[56-57]，但是与集中式匈牙利算法一样，这

些分布式变体仅适用于具有线性目标成本函数的问题，这使得这类算法难以拓

展到大多数实际的任务分配应用场景中。

另一种常见的方法是基于拍卖方法，此类方法通过设计一个市场结构来协

调机器人与邻居之间的行为，并通过每个机器人最小化自身局部代价函数来实

现任务的分配。通常，基于拍卖的算法需要一个中央节点来管理拍卖，每个拍卖

的参与者向中央节点出价，随后中央节点按照一定的规则将任务分配给一个中

标者[58-61]。因此，这些方法要求所有机器人都与中央节点进行通信。另一些方法

从机器人集群中指定一个拍卖仲裁者，该拍卖仲裁者同时也是一个竞标者[62-63]，

拍卖仅在该拍卖仲裁者与其邻居竞标者之间进行[64-65]。在其他方法中，每个机器

人都充当拍卖仲裁者，每一个机器人都根据接收到的邻居出价迭代地更新所有

任务的分配，直到所有任务都分配完毕[66-68]。尽管拍卖方法相对简单，可拓展性

强，但这类方法通常不能提供所有任务的最优分配方案[69-70]。

尽管多机器人的任务分配问题已经得到了充分的研究，然而针对编队中的

任务分配问题尚且不多。编队中的任务分配通过优化特定的性能指标，如编队

误差、到目标的总距离等，来实现集群中死锁的消解、机器人间碰撞的避免和

编队队形收敛速度的提升。文献[71] 基于匈牙利算法和粒子群优化算法来解决
多无人机的编队变换问题，并找到了无人机运动总距离最小意义下的最优分配。

然而，该算法是一个集中式的算法，且计算复杂度较高，难以运用在对实时性要

求较高的场景。在文献[72]中，作者将基于距离的编队控制器与分布式任务分配
结合起来，实现了编队的全局渐近镇定控制。为了解决由避碰引起的死锁，文

献[54] 采用基于一致性的拍卖算法[66]来解决编队控制的目标分配问题。该算法

可以在一定迭代次数内可以找到无冲突分配方案，然而该算法只能找到次优解，
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图 1.5 本文的研究内容及技术路线图。

且该解的质量最优只能达到理论值的 1/2。上述大多任务分配算法依赖同步执行，
这在实际应用中可能难以实现。在文献[73]中，作者提出了一种用于编队形成的
任务交换算法，该算法具有较低的计算复杂性，可以异步实现。

1.3 本文研究内容及主要贡献

本文面向障碍物密集场景下的编队导航问题开展研究工作。本文的研究内

容遵循从单机器人到多机器人，从低层次优化到高层次协同的递进顺序，将障碍

物密集环境中的编队导航问题拆分为单机器人全尺寸避障、多机器人分布式协

同编队轨迹优化和编队任务分配三个主要科学问题。为了验证研究结果的有效

性，本文在高保真物理仿真引擎、无人机实物实验平台上对所提出算法进行了验

证。本文具体研究内容及结构安排如下：

第 1章为绪论，给出多机器人编队导航的研究背景、研究意义以及未来的发
展趋势。进而详细介绍了当前学术界在单机器人规划、多机器人编队及多机器人

任务分配三个领域的现有工作。最后介绍了本文的研究内容、技术路线及主要贡

献。

第 2章主要研究单机器人在障碍物密集环境中的实时避障算法。该章节以
凸多胞体的碰撞检测方法为切入点，在充分考虑机器人几何外形各向异性的前
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提下，基于凸优化的强对偶性为单机器人设计光滑、解析且非保守的避障约束，

进一步利用模型预测控制的思想将单机器人的避障问题转换为优化问题。针对

优化问题非凸、维度过高而导致无法实时求解的难题，该章节充分利用优化问题

的内在结构，引入交替方向乘子法将高维问题拆分为多个低维度的二次规划问

题；引入序列二次规划方法将优化问题目标函数中的非凸部分近似为凸函数，实

现优化问题的实时求解。最后以无人机作为案例研究对象，介绍了该章所提出算

法在具体机器人中的使用方法，并通过 AirSim高保真仿真引擎验证了所提出算
法的有效性和实时性。

第 3章主要研究多机器人在障碍物密集环境中的编队轨迹优化算法。该章
节以编队约束的描述方式为切入点，利用方位约束具有平移和放缩不变性的特

点，基于方位刚性理论为机器人集群设计一种新颖的分布式编队性能指标。为

了系统地考虑编队性能指标、机器人的避障约束和机器人的相互避碰约束，该章

节提出了一种无约束的在线轨迹优化算法。该算法以多项式轨迹作为优化变量，

通过变量消解消去受约束变量，使得求解出的轨迹始终满足轨迹的连续性要求。

该算法利用精确罚函数法将约束转换为惩罚函数，使得受约束问题最终转换为

无约束的优化问题，实现轨迹优化问题的在线求解。最后，通过障碍物密集环境

中的编队保持、编队形成和综合场景中的编队导航三个方面的仿真实验，验证该

章所提出算法的有效性和优越性。

第 4章主要研究编队导航中的任务分配算法。针对单纯使用多机器人编队
轨迹优化可能导致机器人集群陷入死锁的问题，该章节引入高层次协同的思想

设计一种完全分布式的任务分配算法。针对编队任务分配问题为二次分配问题

而难以求解的挑战，该章节借助博弈论的思想，将编队任务分配问题转换为精确

势博弈问题，并给出了寻找精确势博弈问题纳什均衡解的方法。随后，该章节从

理论上证明了算法能够在有限次迭代内收敛到纳什均衡策略，并证明了该算法

能有效提升编队的初始相似度、消解死锁。最后，通过基准比较证明了该章节所

提出算法的有效性；通过于轨迹优化方法的联合仿真及 Crazyflies无人机实物验
证证明了引入高层次协同能够有效提升编队导航的成功率。

第 5章对全文的主要工作进行了总结概括，并基于现有方法框架和仿真、实
验结果对编队导航的未来研究方向进行展望。本文研究内容的技术路线如图 1.5
所示，主要贡献总结如下：

首先，本文基于放缩法碰撞检测和凸优化的强对偶性提出了一种适用于光

滑、显式和非保守的全尺寸无碰撞约束方法；全尺寸避障优化难以实时求解的问

题，基于交替方向乘子法提出了一种适用于嵌入式设备的实时求解方法，实现了

单机器人在障碍物密集环境中的实时避障。

其次，本文基于方位刚性理论提出了一种分布式的编队性能指标；创新地将
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环境信息纳入到编队导航的算法中，提出了一种能够系统考虑编队性能指标、机

器人避障需求和机器人间协同避碰需求的轨迹优化算法，实现了障碍物密集环

境中的实时编队导航。

最后，本文通过引入机器人间的高层次协同，即任务分配，给出了消解编队

导航中死锁问题的一个可行算法，并从理论上证明了该算法的有效性，从仿真和

实验中证明了算法能够提升编队导航的成功率。
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第 2章 基于优化的单机全尺寸避障方法

2.1 引言

随着自动化技术的快速发展，将自主智能无人系统部署在具有障碍物的复

杂环境中变得越来越普遍。例如，自动驾驶汽车在城市道路上导航[74-75]和自主四

旋翼无人机在障碍物密集的森林地区自主飞行[24,76]。在这些情境中，实现高精度

的避障对确保导航的安全性至关重要。

在现有文献已经提出了各种方法来实现自主智能无人系统的避障，其中包

括基于搜索的方法[14]、基于采样的方法[19]和基于优化的方法[32-34,77]。基于搜索

的方法将构型空间离散化为具有定义分辨率的网格，并系统地搜索这些网格以

找到可行解。基于采样的方法则采用各种各样的采样算法在构型空间中搜索可

行解。虽然基于搜索和基于采样的方法在实际的应用场景中得到了广泛的使用

和验证，但在需要精确考虑机器人和障碍物几何形状的情况下，这些算法会面临

巨大的计算开销，因而通常无法做到实时求解。这在四轴飞行器进行复杂全姿态

规划以通过狭窄间隙[77]或在密集交通流中超车[33]的情况中尤为明显。

另一方面，基于优化的方法在满足动力学、运动学和安全约束的前提下，通

过优化给定性能指标来实现安全导航。近期的研究[32-34,77]已经展示了基于优化的

方法在高精度避障的需求下优势。此外，基于优化的方法，如模型预测控制[32,34]

(Model Predictive Control, MPC)和轨迹优化[33,77] (Trajectory Optimization, TO)在
某些性能指标下天然地能够找到更好的轨迹。尽管具有这些良好的特性，现有基

于优化的方法仍然面临着以下三个挑战：首先，如何在通用的求解框架下精确地

描述避障约束依然是很困难的；其次，随着障碍物数量的增加，优化问题的维度

显著增加；最后，由于系统动态约束和避碰约束的非凸性，优化问题通常也是非

凸的。这些特性使得基于优化的方法难以在嵌入式设备上实现实时导航，从而阻

碍了其在实际场景中的使用。

为了解决这些挑战，本章节提出了一种基于优化的单体全尺寸避障框架。被

控对象和障碍物的几何形状均被建模为有限个凸多胞体的并集，该描述方法能

够满足绝大多数情景中对于避障精度的要求。此外，所提出的框架充探索并利用

了优化问题的内在结构，并进一步利用 GPU的计算能力加速求解过程。

13
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2.2 最优化理论预备知识

考虑具有如下形式的一般约束优化问题，

min
x

p(x) (2.1a)

s.t. gi(x) ≤ 0, i = 1, · · · ,m, (2.1b)

hj(x) = 0, j = 1, · · · , q, (2.1c)

其中，优化变量 x ∈ ℝn。注意，标量代价函数 p(x) 以及标量不等式约束函数

gi(x)不一定为凸函数，标量等式约束函数 hj(x)不一定为仿射函数。设优化问

题的定义域是非空集合，优化问题的最优值为 p⋆，则有以下重要定义及定理。

定义 2.1 (拉格朗日函数)： 定义优化问题 (2.1) 的拉格朗日函数 L : ℝn × ℝm ×
ℝq → ℝ为:

L(x, λ, µ) = p(x) +
m∑
i=1

λigi(x) +

q∑
j=1

µjhj(x), (2.2)

其中，称 λi为第 i个不等式约束 gi(x) ≤ 0的拉格朗日乘子；相似地，称 µj 为第

j 个等式约束 hj(x) = 0的拉格朗日乘子。

定义 2.2 (拉格朗日对偶函数)： 定义优化问题 (2.1) 的拉格朗日对偶函数 d :

ℝm × ℝq → ℝ为其拉格朗日函数关于优化变量 x取得的逐点最小值：

d(λ, µ) = inf
x
L(x, λ, µ) = inf

x

(
p(x) +

m∑
i=1

λigi(x) +

q∑
j=1

µjhj(x)

)
. (2.3)

如果拉格朗日函数 L对于优化变量 x无下界，则拉格朗日对偶函数取负无穷。由

于对偶函数是关于拉格朗日乘子 (λ, µ)的放射函数的逐点下确界，所以无论原优

化问题是否为凸优化问题，对偶函数 d(λ, µ)总为凹函数。

性质 2.1： 拉格朗日对偶函数构成了原问题最优值 p⋆ 的一个下界。使用更准确

的数学语言描述：对于 ∀λ ∈ ℝm和 ∀µ ∈ ℝq，且 λ ⪰ 0以下不等式成立:

d(λ, µ) ≤ p⋆. (2.4)

定义 2.3 (拉格朗日对偶问题)： 定义原问题 (2.1)的拉格朗日对偶问题为：

max
λ, µ

d(λ, µ) (2.5a)

s.t. λ ⪰ 0. (2.5b)

对偶问题是一个凸优化问题，因为以下原因。
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• 该问题的目标函数为凹函数，最大化凹函数等同于最小化一个凸函数；
• 该问题的约束为放射不等式约束。
对偶问题的凸性与原问题的凸性无关。即无论原问题是否为凸优化问题，对

偶问题始终为凸优化问题。

定理 2.1 (凸优化问题的强对偶性)： 若原问题 (2.1)为凸优化问题，且存在一点
x使得以下条件成立

gi(x) < 0, i = 1, · · · ,m, hj(x) = 0, j = 1, · · · , q.

设对偶问题 (2.5)的最优值为 d⋆。则以下等式成立，

d⋆ = p⋆. (2.6)

并称之为强对偶性成立。强对偶性成立说明拉格朗日对偶函数 d(λ, µ)能够给出

原问题的一个紧的下界。

2.3 单机避障优化问题的建模与求解

2.3.1 基于模型预测控制的优化问题建模

假设机器人受到以下运动学或动力学约束，

st+1 = f(st,ut), (2.7)

其中 st ∈ ℝns 为机器人在 t时刻的状态变量，ut ∈ ℝnu 为机器人在 t时刻的控制

变量，函数 f : ℝns ×ℝnu → ℝns 描述了机器人的运动学或动力学方程。注意，本

文不对函数 f 做出具体的假设，f 既可以是线性的，也可以是非线性的。

除此运动学与动力学约束之外，机器人通常还会受到由自身机械结构限制

而带来的状态与控制约束。例如，地面车辆的可能会受到的前轮转角限制、最大

引擎力矩约束、最大刹车摩檫力约束；固定翼无人机为了防止失速而需要保证最

小飞行速度；旋翼无人机则会受到最大倾斜角度、最大推力限制等约束。这些约

束在本章中被统一写为：

g(st,ut) ⪯ 0, (2.8)

其中，约束函数 g : ℝns × ℝnu → ℝng，而其中 ng 是不等式约束的数量。本文同

样不对约束函数 g的凸性做出假设，但要求 g是连续光滑的。

在机器人导航的过程中，最重要的约束为安全约束，即保证机器人与障碍物

之间没有碰撞。与常规质点模型的避障直接设置避障半径不同，全尺寸避障需要
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考虑机器人与障碍物的准确几何建模。在本文中，使用 𝔼(st)表示机器人在状态

st时所占据的几何空间。特别的，本文假设 𝔼(st)能够表示为一系列实心紧致凸

集合的并集，且每个实心紧致凸集都被建模为与机器人状态变量 st 有关的多胞

体。使用更准确的数学语言描述，

𝔼(st) = 𝔼1(st) ∪ 𝔼2(st) · · · ∪ 𝔼N(st), (2.9a)

𝔼i(st) = {y ∈ ℝd | y = Ri(st)x+ ρi(st), Aix ⪯ bi}, (2.9b)

其中，d ∈ {2, 3}为空间的维数，𝔼i(st)为机器人的第 i个部件在状态 st所占据

的集合空间。x为部件 i局部坐标系下的点，y为惯性系下的点。Ri(st) ∈ SO(d)
和 ρi(st) ∈ ℝd 分别为部件 i局部坐标系到惯性系的旋转矩阵和平移向量，矩阵

Ai ∈ ℝnri×d 和向量 bi ∈ ℝnri 则为与部件 i几何形状相关的参数。注意，本文假

设旋转矩阵 Ri与平移向量 ρi为状态变量 st的函数。

𝕆𝕆3

𝕆𝕆𝟐𝟐𝕆𝕆𝟏𝟏

𝔼𝔼

图 2.1 无人机与障碍物的几何表示。

类似的，本文使用 𝕆来表示静态障碍物所占据的几何空间，并假设其可以

表示为一系列实心紧致凸集合的并集，且每个实心紧致凸集都被建模为与障碍

物形状和位置有关的多胞体。具体而言，

𝕆 = 𝕆1 ∪ 𝕆2 · · · ∪ 𝕆M , (2.10a)

𝕆j = {y ∈ ℝd | Cjy ⪯ dj + ej}, (2.10b)

其中，𝕆i 为障碍物的第 i个部件。矩阵 Cj ∈ ℝnoi×d 和向量 di ∈ ℝnoi 为与障碍

物部件 i几何形状相关的参数，向量 ei ∈ ℝnoi 为与障碍物部件 i种子点有关的参

数。因为任何紧致集合都能够被有限个凸集合近似，所以上述几何建模是一般

的，能够描述绝大多数几何形状。如无人机与障碍物的示意图可见图 2.1。
模型预测控制是一种常用的规划方法。模型预测控制通过预测未来 T 个时

刻的系统状态来生成控制序列，并同时在满足动力学约束，可行性约束和安全性
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约束的前提下优化特定的指标。模型预测控制的另一个特点是其滚动优化的原

则，即每次生成 T 个时刻的控制序列，但仅有 Tu ≤ T 个控制序列会被真正交给

系统执行。当 Tu个控制序列被执行完后，再重新求解优化问题，生成新的控制

序列。模型预测控制的滚动优化原则使之能够不断地依据环境中新的信息来重

新规划控制序列，这使得其在动态且具有不确定性的环境中十分有效。本文基于

模型预测控制设计机器人的全尺寸避障方法，本章主要考虑如下最优控制问题。

问题 2.1 (单机器人全尺寸避障问题)： 给定机器人的初始状态 ss，终末状态 sf，

以及在移动过程中需要优化的目标函数 𝒥 =
∑T

t=1 l(si,ui)，其中 l : ℝns×ℝnu → ℝ

为阶段目标函数。求解满足动力学约束，可行性约束及安全约束的最优状态序列

s = {s0, s1, · · · , sT}与最优控制序列 u = {u0,u1, · · · ,uT−1}。即，

min
s, u

T∑
t=1

l(st,ut) (2.11a)

s.t. st+1 = f(st,ut), ∀t, (2.11b)

g(st,ut) ⪯ 0, ∀t, (2.11c)

𝔼(st) ∩ 𝕆 = ∅, ∀t, (2.11d)

s0 = ss, sT = sf . (2.11e)

其中 (2.11d)为无碰撞约束，(2.11e)为终端约束。

上述问题的关键点在于如何建模无碰撞约束 (2.11d)，该部分内容将会在下
一小节中进行详细描述。

2.3.2 精确无碰撞约束的建模，解析表示与几何解释

为了保证机器人与障碍物之间无碰撞，需要保证机器人的每个部件与障碍

物的每个部件在每一个时刻都不发生碰撞，即

𝔼i(st) ∩ 𝕆j = ∅, ∀i, j, t. (2.12)

特别的，在本文中，每一个部件都被建模为多胞体，因此需要考虑两个多胞

体之间的碰撞检测问题，一个常用的多胞体检测方法为放缩法[78]。

该方法在两个多胞体之中各选取一个种子点 (seed point)，然后以种子点为中
心将两个多胞体按照相同的比例进行放缩，使得两个多胞体恰好发生重叠，并记

此时的放缩比例为 α⋆。如果 α⋆ > 1,则两个多胞体没有发生碰撞；如果 α⋆ ≤ 1，

则两个多胞体之间发生了碰撞。该方法的几何示意图如图 2.2所示。
假设机器人的部件和障碍物的部件分别由 (2.9b)和 (2.10b)给出，则上述方

法可以建模为以下线性规划问题，
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𝐀𝐀𝒊𝒊 𝒙𝒙 ≤ 𝒃𝒃𝒊𝒊 𝑪𝑪𝒋𝒋(𝑹𝑹𝒊𝒊𝒙𝒙 + 𝝆𝝆𝒊𝒊) ≤ 𝒅𝒅𝒋𝒋 + 𝒆𝒆𝒋𝒋

𝐀𝐀𝒊𝒊 𝒙𝒙 ≤ 𝒃𝒃𝒊𝒊𝜶𝜶∗

𝑪𝑪𝒋𝒋(𝑹𝑹𝒊𝒊𝒙𝒙 + 𝝆𝝆𝒊𝒊) ≤ 𝒅𝒅𝒋𝒋𝜶𝜶∗ + 𝒆𝒆𝒋𝒋

𝒙𝒙∗

图 2.2 放缩法碰撞检测的几何示意图。

min
α, x, y

α (2.13a)

s.t. Aix− biα ≤ 0, (2.13b)

y = Rix+ ρi, (2.13c)

Cjy − djα− ej ≤ 0. (2.13d)

将变量 y消去，得到以下等价的线性规划问题。

min
α, x

α (2.14a)

s.t. Aix− biα ≤ 0, (2.14b)

CjRix− djα + Cjρi − ej ≤ 0. (2.14c)

记线性规划问题 (2.14)的最优值为 α⋆。为了保证两个部件之间没有碰撞，则需

要将约束 α⋆ > 1加入到优化问题 (2.11)中。然而，由于 (2.14)是一个约束优化
问题，其最优值 α⋆一般不存在解析表达式。这个特点使之难以应用于通用的优

化框架中，主要的问题有两方面：

1. 为了使用基于梯度的优化方法，需要求解最优值 α⋆ 关于参数 (Ri, ρi)的梯

度。然而，当无法得到最优值 α⋆的解析表达式时，这些梯度难以求解。

2. 问题 (2.11)通常为非凸优化问题，为了加速最优控制问题的求解，需要使
用基于凸近似的方法。然而当无法得到最优值 α⋆的解析表达式时，难以找

到合适的方法对 α⋆进行凸近似。

因此，找到一个与 α⋆ > 1等价的，且具有解析表达式的约束形式是十分必要的。

一个基于强对偶性给出的等价显式约束由以下命题给出：

命题 2.1： 假设机器人的部件 i的几何形状由 (2.9b)给出，障碍物的部件 j 的几
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何形状由 (2.10b)给出。记问题 (2.14)的最优值为 α⋆，以及需要满足的最小安全

方所比例为 αmin > 0,则约束，

α⋆ > αmin, (2.15)

等价于以下约束，

µT (Cjρi − ej) > αmin, (2.16a)

bTi λ+ dTj µ− 1 = 0, (2.16b)

AT
i λ+ (CjRi)

Tµ = 0, (2.16c)

λ ⪰ 0, µ ⪰ 0, (2.16d)

其中列向量 λ ∈ ℝnri 和 µ ∈ ℝnoj 分别为因不等式约束 (2.14b)和 (2.14c)而引入
的拉格朗日乘子。

证明： 问题 (2.14)的拉格朗日对偶函数为：

d(λ, µ) = inf
α, x

λT (Aix− biα) + µT (CjRix− djα + Cjρi − ej)

= inf
α

{
(bTi λ+ dTj µ)α

}
+ inf

x

{(
AT
i λ+ (CjRi)

Tµ

)T
x

}
+

µT (Cjρi − ej).

(2.17)

因此，可以得到问题 (2.14)的拉格朗日对偶问题：

max
λ, µ

µT (Cjρi − ej) (2.18a)

s.t. bTi λ+ dTj µ− 1 = 0, (2.18b)

AT
i λ+ (CjRi)

Tµ = 0, (2.18c)

λ ⪰ 0, µ ⪰ 0, (2.18d)

由于线性规划问题是凸优化问题，具有强对偶性。记对偶问题的最优解为

(λ⋆, µ⋆)，则根据定理 2.1，以下关系式成立：

µT (Cjρi − ej) ≤ (µ⋆)T (Cjρi − ej)ρi = α⋆. (2.19)

该关系式揭露了 α⋆ 的一个紧的下界 µT (Cjρi − ej)，约束 α⋆ 可通过约束其紧下

界 µT (Cjρi − ej)来间接实现。证明完毕。 □

注意到与约束 (2.15)不同，约束 (2.16)相对于参数 (Ri, ρi)具有解析的表达

式，因此相关的梯度可以较为容易地求解。另外，当参数 (Ri, ρi)固定时，约束

(2.16)相对于拉格朗日乘子 (λ, µ)是线性的；当拉格朗日乘子 (λ, µ)固定时，约
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束 (2.16)相对于参数 (Ri, ρi)也是线性的，该性质称为双线性。双线性对于问题

的加速求解有着重要的作用，将会在下一小节中进一步讨论。

尽管无碰撞约束 (2.16)的代数形式是复杂且抽象的，其背后蕴含的几何原理
却是简明且易于理解的。为了提高后续章节的可读性，有必要提供该约束的几何

解释。

命题 2.2： 假设存在 αmin > 0 使得约束 (2.16) 成立，则必定存在至少一个超
平面 nTx = b 严格分离放缩 αmin 倍后的机器人部件 i 和障碍物部件 j。即，

∀yi ∈ 𝔼i(αmin)和 ∀yj ∈ 𝕆j(αmin)，其中，

𝔼i(αmin) = {y | y = Ri(st)x+ ρi(st), Aix ⪯ biαmin}, (2.20a)

𝕆j(αmin) = {y | Cjy ⪯ djαmin + ej}, (2.20b)

存在方向向量 n和截距 b以下不等式关系成立，

nTbi ≥ bi > b > bj ≥ nTyj. (2.21)

超平面的方向向量 n由下式给出：

n = −RiAT
i λ = CT

j µ, (2.22)

截距 bi和 bj 由下式给出：

bi = −bTi λ · αmin − ρTi RiAT
i λ, (2.23a)

bj = dTj µ · αmin + eTj µ. (2.23b)

而截距 b则可以为截距 bi和 bj 之间的任意值。

证明： 由于约束 λ ⪰ 0和 (2.20a)，以下不等式成立，

λTRiAT
i yi ≤ λTbi · αmin + λTRiAT

i ρi, (2.24)

类似地，由约束 µ ⪰ 0和 (2.20b)，可以得到以下不等式，

µTCjyj ≤ µTdj · αmin + µTej. (2.25)

再将等式约束 (2.16b)两边乘以 αmin 并消去不等式约束 (2.16a)中的 αmin，即可

得到以下不等式，

µTCjρi − µTej > (bTi λ+ dTj µ) · αmin,

整理上式，并由等式约束 (2.16c)可得,

−λTbi · αmin + λTRiAT
i ρi > µTdj · αmin + µTej. (2.26)
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最后整理不等式 (2.24)，(2.25)和 (2.26)可得，

−λTRiAT
i yi ≥− λTbi · αmin + λTRiAT

i ρi >

µTdj · αmin + µTej ≥ µTCT
j yj.

(2.27)

由等式约束 (2.16c)可取 n = −RiAT
i λ = CT

j µ，随即可以得到结论 (2.21)，(2.22)
和 (2.23)。证明完毕。 □

𝐀𝐀𝒊𝒊𝑹𝑹𝒊𝒊𝑻𝑻 (𝒚𝒚 − 𝝆𝝆𝒊𝒊) ≤ 𝒃𝒃𝒊𝒊
𝑪𝑪𝒋𝒋𝒚𝒚 ≤ 𝒅𝒅𝒋𝒋 + 𝒆𝒆𝒋𝒋

𝐀𝐀𝒊𝒊𝑹𝑹𝒊𝒊𝑻𝑻 (𝒚𝒚 − 𝝆𝝆𝒊𝒊) ≤ 𝒃𝒃𝒊𝒊𝜶𝜶𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎

𝑪𝑪𝒋𝒋𝒚𝒚 ≤ 𝒅𝒅𝒋𝒋𝜶𝜶𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎 + 𝒆𝒆𝒋𝒋

𝝁𝝁𝑻𝑻𝒅𝒅𝒋𝒋𝜶𝜶𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎 + 𝝁𝝁𝑻𝑻𝒆𝒆𝒋𝒋 ≥ 𝝁𝝁𝑻𝑻𝑪𝑪𝒋𝒋𝑻𝑻 𝒚𝒚−𝝀𝝀𝑻𝑻𝑹𝑹𝒊𝒊𝑨𝑨𝒊𝒊𝑻𝑻𝒚𝒚 ≥ −𝝀𝝀𝑻𝑻𝒃𝒃𝒊𝒊𝜶𝜶𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎 − 𝝀𝝀𝑻𝑻𝑹𝑹𝒊𝒊𝑨𝑨𝒊𝒊𝑻𝑻𝝆𝝆𝒊𝒊

图 2.3 无碰撞约束 (2.16)的几何原理解释。

命题 2.2的结论为凸分析理论中的重要定理，分离超平面定理[79]，在放缩法

碰撞检测视角下的特例。关系式 (2.21)中的第一个不等式给出了放缩 αmin 倍后

的机器人部件 i的一个支撑超平面[80]。相似地，第四个不等式给出了放缩 αmin

倍后的障碍物部件 j 的一个支撑超平面。而第二和第三个严格不等式保证了两

个支撑超平面之间存在间隙。命题 2.2的几何示意如图 2.3所示。

2.3.3 GPU辅助的优化问题实时求解

基于上一小节中提出的无碰撞约束，最优控制问题 (2.11)可以进一步写为，

min
s, u

T∑
t=1

(
l(st,ut) +𝒫(αt)

)
(2.28a)

s.t. st+1 = f(st,ut), ∀t, (2.28b)

g(st,ut) ⪯ 0, ∀t, (2.28c)

µTijt(Cjρi(st)− ej) ≥ αit, ∀i, j, t, (2.28d)

AT
i λijt + (CjRi(st))

Tµijt = 0, ∀i, j, t, (2.28e)

bTi λijt + dTj µijt − 1 = 0, ∀i, j, t, (2.28f)

λijt ⪰ 0, µijt ⪰ 0, ∀i, j, t, (2.28g)
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α ≤ αit ≤ α, ∀i, t, (2.28h)

s0 = ss, sT = sf . (2.28i)

其中 αt = (α1t, α2t, · · · , αNt) 为所有部件在 t 时刻放缩比例的堆叠向量。约束

(2.28d) - (2.28g)为上一小节中提出的无碰撞约束。约束 (2.28h)为对放缩比例的
上下界约束，其中 α是为了保证安全性引入的放缩下界，α是为了数值稳定而引

入的放缩上界。正则函数 𝒫(α)定义为，

𝒫(αt) = −
N∑
i=1

|αit| = −
N∑
i=1

αit, (2.29)

其作用为了使得每个部件的放缩比例尽可能大，从而提供更大的分离间隙。

直接使用通用非线性优化求解器求解优化问题 (2.28)很难保证实时性，主要
的挑战有以下两方面。

1. 优化问题 (2.28)的优化变量维度和约束数量正比于预测时域 T，机器人部

件数量N 和障碍物部件数量M。当 T, N 或者M 增大时，优化问题 (2.28)
的维度会显著增加，因此在障碍物密集的环境中难以保证实时性；

2. 由于函数 f(st,ut), ρi(st)和 Ri(st)通常是非线性函数，因此约束 (2.28b)，
(2.28d) 和 (2.28e) 通常是非凸约束。这些非凸约束会导致优化问题的求解
时间难以得到保证。

本文通过将问题 (2.28) 分解为一系列低维度可处理的优化问题来解决第一
个挑战。具体而言，注意到具有不同的下标 (i, j, t)的变量 (λijt, µijt)是通过状态

变量 st间接耦合起来的。因此，当固定状态变量 st时，这些变量将会被相互解

耦，从而可以利用多线程技术进行并行求解，保证实时性。

为此，本文使用交替方向乘子法来处理这个耦合约束。首先，将不等式约束

(2.28d)转化为等式约束，

−µTijt(Cjρi(st)− ej) + αit + γijt = 0, ∀i, j, t, (2.30)

其中 γijt ≥ 0为引入的松弛变量。
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考虑问题 (2.28)的增广拉格朗日函数，

ℒσ({st,ut, αt}, {λijt, µijt, γijt}, {ξijt, ζijt})

=
T∑
t=1

(
l(st,ut) +𝒫(αt) + ℐf (st+1, st,ut) + ℐg(st,ut) + ℐα(αt)

)
+

σ

2

T∑
t=1

N∑
i=1

M∑
j=1

∥∥∥− (Cjρi(st)− ej)
Tµijt + αit + γijt + ξijt

∥∥∥2
2
+

σ

2

T∑
t=1

N∑
i=1

M∑
j=1

∥∥∥AT
i λijt + (CjRi(st))

Tµijt + ζijt

∥∥∥2
2
+

T∑
t=1

N∑
i=1

M∑
j=1

ℐijt(λijt, µijt),

(2.31)

其中 σ > 0 为惩罚系数，{ξijt, ζijt} 为放缩后的拉格朗日乘子[81]；函数

ℐf (st+1, st,ut), ℐg(st,ut)和 ℐα(αt)分别为约束 (2.28b)，(2.28c)和 (2.28h)的指
示函数；函数 ℐijt(λijt, µijt)则为约束 (2.28f)和 (2.28g)的指示函数。

交替方向乘子法是一种解决优化问题的迭代算法，在每一次迭代中，通过解

子问题更新部分优化变量。特别地，针对增广拉格朗日函数 (2.31)，每次迭代需
要依次求解三个子问题，因此有三步更新。以下介绍在第 k + 1次迭代中的更新

步骤，使用上标 k表示第 k次迭代的，所有带上标的变量都被看作是常量。

更新步骤一：避障对偶变量更新

在第 k + 1次迭代的第一步中，对避障有关的对偶变量 {λijt, µijt, γijt}进行
更新。即求解以下优化问题，

{λk+1
ijt , µ

k+1
ijt , γ

k+1
ijt } = argmin

{λijt,µijt,γijt}
ℒσ({skt ,ukt , αkt }, {λijt, µijt, γijt}, {ξkijt, ζkijt}).

(2.32)
更新步骤二：状态变量与控制变量更新

在第 k+1次迭代的第二步中，对状态变量，控制变量与放缩比例 {st, ut, αt}
进行更新。即求解以下优化问题即求解以下优化问题，

{sk+1
t ,uk+1

t , αk+1
t } = argmin

{st,ut,αt}
ℒσ({st,ut, αt}, {λk+1

ijt , µ
k+1
ijt , γ

k+1
ijt }, {ξkijt, ζkijt}).

(2.33)
更新步骤三：拉格朗日乘子更新

在第 k + 1次迭代的第三步中，按照以下规则对拉格朗日乘子 {ξijt, ζijt}进
行更新，

ξk+1
ijt = ξkijt − (Cjρi(s

k+1
t )− ej)

Tµk+1
ijt + αk+1

it + γk+1
ijt , (2.34a)

ζk+1
ijt = ζkijt + AT

i λ
k+1
ijt + (CjRi(s

k+1
t ))Tµk+1

ijt . (2.34b)
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算法 2.1 全尺寸避障问题的交替方向乘子法。

1 while k ≤ kmax do

2 求解优化问题 (2.32)更新对偶变量 {λijt, µijt, γijt};

3 求解优化问题 (2.33)更新状态变量 {st, ut, αt};

4 根据规则 (2.34)更新拉格朗日乘子 {ξijt, ζijt};

5 k ← k + 1;

6 if 终止准则 (2.35)满足 then

7 跳出循环 ;

8 end

9 end

交替方向乘子法迭代停止准则

最后，通过判断以下条件判断是否应该终止整个交替方向乘子法的迭代，

T∑
t=1

N∑
i=1

M∑
j=1

( ∥∥∥ζk+1
ijt − ζkijt

∥∥∥2
2
+
∥∥∥ξk+1

ijt − ξkijt
∥∥∥2
2

)
≤ ϵpri, (2.35a)

T∑
t=1

( ∥∥∥sk+1
t − skt

∥∥∥2
2
+
∥∥∥uk+1

t − ukt

∥∥∥2
2
+
∥∥∥αk+1

t − αkt
∥∥∥2
2

)
≤ ϵdual, (2.35b)

其中，常量 ϵpri > 0为控制约束 (2.28d) - (2.28e)可行性的阈值；常量 ϵdual > 0则

为控制问题最优性的阈值。在实际使用算法时，需要根据对最优性与可行性的取

舍来选取合适的阈值 ϵpri和 ϵdual。上述优化求解流程被总结于算法 2.1中。
注意到，在子优化问题 (2.32)中，所有拥有不同下标 (i, j, t)的变量都是解

耦的。因此这个优化问题可以进一步分解为一系列低维的问题，并且这些低维问

题可以并行求解。具体而言，这些低维优化问题可以写为具有如下凸二次规划形

式的优化问题：

min
yijt

∥∥∥KT
ijtyijt + βijt

∥∥∥2
2

(2.36a)

s.t. κTijtyijt = ηijt, (2.36b)

yijt ⪰ 0, (2.36c)

其中参数的具体表达式为：

yijt = (λijt, µijt, γijt), (2.37a)

Kijt =


0 Ai

ej − Cjρi(s
k
t ) CjRi(s

k
t )

1 0

 , (2.37b)
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无碰撞的最优轨迹

𝕆𝕆𝟐𝟐

𝕆𝕆1

有碰撞的初始轨迹 𝕆𝕆𝟐𝟐

𝕆𝕆1

在 GPU 上进行对偶更新 在 CPU 上进行状态控制更新

在 CPU 上进行拉格朗日乘子更新

小型
QP (17)

小型
QP (17)𝑁𝑁 × 𝑀𝑀

𝑇𝑇

⋯

ζ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘+1 = ζ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘 − 𝐶𝐶𝑗𝑗𝜌𝜌𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑡𝑡𝑘𝑘+1 − 𝑒𝑒𝑗𝑗
𝑇𝑇𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖𝑡𝑡𝑘𝑘+1 + 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘+1 + 𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘+1, ∀𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑡𝑡,

ξ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘+1 = ξ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘 + 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑇𝑇𝜆𝜆𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘+1 + 𝐶𝐶𝑗𝑗𝑅𝑅𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑡𝑡𝑘𝑘+1
𝑇𝑇
𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘+1, ∀𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑡𝑡.

min
𝒔𝒔𝒕𝒕, 𝒖𝒖𝒕𝒕, 𝜶𝜶𝒕𝒕

ℒ𝜎𝜎

𝒔𝒔𝒕𝒕, 𝒖𝒖𝒕𝒕 , 𝜶𝜶𝒕𝒕 ,
{𝝀𝝀𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒌𝒌+𝟏𝟏, 𝝁𝝁𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒌𝒌+𝟏𝟏 , 𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘+1 },

{𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘 , 𝝃𝝃𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒌𝒌 }

终止迭代?

否

是

图 2.4 全尺寸避障问题的交替方向乘子法的整体流程图。

βijt = (αkit + ξkijt, ζ
k
ijt), (2.37c)

κijt = (bi, dj, 0), ηijt = 1. (2.37d)

这些二次规划问题总共有 N ×M × T 个，求解这些二次规划问题是整个交
替方向乘子法更新的瓶颈。本文通过采用平行计算的方法消除这个计算瓶颈。具

体而言，通过在图形处理器 (Graphics Processing Unit, GPU)实现的并行版本莱姆
克算法[82] (Lemke’s Algorithm)对这些二次规划问题进行求解。为了使用莱姆克
算法，需要首先将这些二次规划问题转换为线性互补问题[83] (Linear Complemen-
tarity Problem, LCP)，转换总共需要两步。
为了简单起见，暂时将下标 (i, j, t)省去。转换的第一步为将二次规划问题

的线性等式约束 (2.36b)转换为不等式约束，考虑将参数矩阵、参数向量和优化
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变量按照如下方式分块，

y =

ye
yu

 , K =

Ke

Ku

 , κ =

κe
κu

 , (2.38a)

其中 κe为适当维度的可逆方阵。根据，等式 (2.36b)可以得到以下等式：

ye = κ−T (η − κTuyu), (2.39)

将 ye带回到原优化问题 (2.36)中，可以得到以下新的二次规划问题，

min
yu

∥∥∥~KTyu + β̃
∥∥∥2
2

(2.40a)

s.t. κ̃Tyu = η̃ijt, (2.40b)

yu ⪰ 0, (2.40c)

其中参数的具体表达式为：

~K = Ku − κuκ−1
e Ke, β̃ = β + (κ−1

e Ke)
Tη, (2.41a)

κ̃ = κuκ
−1
e , η̃ = κ−Te η, (2.41b)

第一步转换到此完成。

第二步转换需将上述带等式约束的二次规划问题转换为线性互补问题。考

虑带等式约束的二次规划问题 (2.40) 的卡罗需-库恩-塔克 (Karush-Kuhn-Tucker,
KKT)条件，

~K~KTyu + ~Kβ̃ + κ̃ϕ− ψ = 0, (2.42a)

κ̃Tyu − η̃ + ε = 0, (2.42b)

ϕT ε = 0, ψTyu = 0, (2.42c)

ϕ ⪰ 0, ε ⪰ 0, yu ⪰ 0, ψ ⪰ 0, (2.42d)

上述条件等价于以下线性互补问题：

w =Mz + q, wTz = 0,

w ⪰ 0, z ⪰ 0,
(2.43)

其中参数的具体表达式为：

z =

yu

ϕ

 , w =

ψ
ε

 ,

M =

~K~KT κ̃

−κ̃T 0

 , q =

~Kb̃

η̃

 .

(2.44)
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自此，第一个挑战已被解决。整体的算法流程框架如图 2.4所示，首先，按照每
个时刻与每个障碍物构建低维度的二次规划问题以更新对偶变量；其次，根据更

新后的对偶变量信息对机器人的状态、控制变量进行调整；随后，计算约束违反

程度，更新拉格朗日乘子；最后，检查生成轨迹是否满足约束条件，是否可以退

出迭代循环。

对于第二个挑战，本文通过对函数 f(st,ut), ρi(st)和 Ri(st)进行凸近似来

加速求解。具体而言，使用序列二次规划 (Sequential Quadratic Programming, SQP)
方法对非凸问题进行求解，即，对于代价函数使用凸二次型进行近似，对于约束

函数则使用仿射函数进行近似。为了保证算法的实时性本文采用实时迭代策略，

即每次迭代只做一次凸二次型进行近似。这部分内容取决于机器人的具体类型，

将会在下一小节的案例研究中进行详细地推导。

2.4 四旋翼无人机全尺寸避障案例研究

作为机器人导航的关键模块，本文提出的高精度避障算法框架需要在各种

各样的导航任务和求解任务中进行大量的仿真、对比和实验才能验证该算法的

有效性和优越性。因此，本章节将以四旋翼无人机在障碍物稠密环境中的无碰撞

SE(3)轨迹跟踪作为案例研究，介绍所提出高精度避障算法在具体机器人上的具
体的公式推导和算法部署流程。

与无人机在障碍物稀疏环境中的避障不同，无人机通常不能以平稳的轨迹

通过障碍物稠密的环境，而是可能需要通过大机动以倾斜的姿态躲避障碍物。因

此，在障碍物稠密的环境中，不能将无人机的几何外形简单粗糙地建模为一个

球，而是需要显式地考虑无人机几何外形的各向异性；同时，为了保证导航算法

的实时性，也不应将过多的计算资源消耗在无人机的几何外形的描述和碰撞检

测上。于是，使用凸多胞体对无人机的几何外形进行较为精确的近似成为一个可

行的方案。

2.4.1 四旋翼无人机的微分平坦模型

学术界提出了多种四旋翼无人机的动力学模型，如由经典力学中牛顿欧拉

方程推导出的非线性动力学模型、在水平稳定姿态做线性近似得到的线性时变

动力学模型以及微分平坦动力学模型。在这些动力学模型各有特点，适用于不

同的工作条件和任务需求。本文为了不将额外的非线性约束引入到为优化问题

(2.28)中而更倾向于使用线性动力学模型。然而，由于 SE(3)轨迹跟踪通常需要
大幅偏离水平稳定姿态，因此在水平稳定姿态附近做线性近似得到的线性时变
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动力学模型通常会导致模型预测的失效，因而违背了模型预测控制的原则。另一

方面，四旋翼无人机的微分平坦模型具有线性的特点，并且能够无损地表达无人

机的动力学。虽然需要利用非线性变换将平坦状态及其有限阶导数转换为无人

机的实际控制输入，但这种模型更适应于本文提出的全尺寸避障框架。

在正式介绍无人机的微分平坦模型之前，有必要对微分平坦的基本概念及

微分平坦系统的特点进行介绍。

定义 2.4 (微分平坦)： 考虑以下一般连续非线性系统的在状态空间中的表达：

ṡ(t) = f(s(t),u(t)), (2.45)

其中 s ∈ ℝns 为状态变量，u ∈ ℝnu 为控制变量以及 f : ℝns × ℝnu → ℝns 为一个

光滑的映射。如果存在一个与控制变量维度相同的变量 z ∈ ℝnu 使得状态变量 s

和控制变量 u能够被 z及其各阶导数表示，即，

s = Ψs(z, ż, · · · , z(nf−1)), (2.46a)

u = Ψu(z, ż, · · · , z(nf )), (2.46b)

其中，Ψs : ℝ(nu)·(nf−1) → ℝns 和 Ψs : ℝ(nu)·(nf ) → ℝnu 为光滑的映射，那么称系统

(2.45)为微分平坦的，并称 z为平坦输出。

微分平坦系统具有以下特点：一方面，如果能够给定一条足够光滑的平坦

输出轨迹 z(t)，那么就可以在不对原系统微风方程进行任何积分运算的情况下，

直接通过式子 (2.46a)和 (2.46b)分别计算出原系统的状态轨迹 s(t)和控制轨迹

u(t);另一方面，微分平坦性质提供了一种对原系统进行精确反馈线性化的思路:
将 z 视作原系统在微分平坦空间的状态量，并定义微分平坦空间中的虚拟控制

量 ν = z(nf )，则原状态空间系统可以视作以下微分平坦空间中线性系统在函数

Ψs和 Ψu映射下的像。

d

dt
z(i) = z(i+1), i = 0, 1, · · · , nf − 1,

d

dt
z(nf−1) = ν.

(2.47)

该系统的 nu个分量是完全解耦的，且每一个分量都是一个 nf 阶的积分器，因此

是完全可控的。通过在微分平坦空间利用线性系统理论设计虚拟控制器 ν，再通

过式子 (2.46b)将系统的实际控制量 u解算出来并作用到原系统，就可以实现对

原系统在状态空间的控制。

接下来介绍四旋翼无人机的状态空间模型、微分平坦模型及两者之间的转

换关系。四旋翼无人机的状态为:

s = {ρ,v,R, ω} ∈ ℝ3 × ℝ3 × SO(3)× ℝ3, (2.48)
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其中 ρ为无人机在惯性系中的位置，v为无人机在惯性系中的速度，R为机体坐
标系相对于惯性系的旋转矩阵，而 ω 则为无人机在机体坐标系中的角速度。四

旋翼无人机的控制量为：

u = {f, τ} ∈ ℝ+ × ℝ3, (2.49)

其中 f 为四旋翼无人机四个螺旋桨产生推力的幅值，τ 则为四个螺旋桨产生在三

个轴产生的扭矩。无人机在状态空间中的动力学方程由下式给出，

ρ̇ = v, (2.50a)

mv̇ = Rfe3 −mge3, (2.50b)

Ṙ = Rω∧, (2.50c)

Mω̇ = τ − ω ×Mω, (2.50d)

其中 m ∈ ℝ+ 为无人机的质量，M ∈ ℝ3×3
+ 为无人机的转动惯量，g ∈ ℝ+ 为重力

加速度，向量 e3 = (0, 0, 1)。四旋翼无人机的平坦输出为：

z = {ρ, ψ} ∈ ℝ3 × SO(2). (2.51)

其中 ψ 为机体坐标系相对于惯性系的偏航角。下面介绍微分平坦空间到状态空

间的转换关系。对于无人机的位置和速度，显然有：

ρ = ρ, v = ρ̇, v̇ = ρ̈. (2.52)

而无人机的总推力为：

f = ∥mv̇ +mge3∥, (2.53)

进一步，定义中间变量：

xb = Re1, yb = Re2,

其中向量 e1 = (1, 0, 0)和向量 e2 = (0, 1, 0)，而 xb与 yb的几何意义为机体坐标

系的 x轴和 y轴。将上述中间变量与 (2.50b)求内积可得，

(Rei)Tmv̇ = (Rei)T (Rfe3 −mge3)

= feTi e3 −mg(Rei)Te3

= −mg(Rei)Te3.

即对于机体坐标系的 x轴和 y轴，有以下两个方程,

xTb (mv̇ +mge3) = 0, yTb (mv̇ +mge3) = 0,
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这两个方程表明，无人机推力与重力的合力 (mv̇ +mge3)与机体坐标系的 x轴

和 y轴垂直。进而可以推出 (mv̇ +mge3)与机体坐标系的 z轴平行，因此

zb =
mv̇ +mge3

∥mv̇ +mge3∥
.

再由无人机机体坐标系的偏航角 ψ 即可推出旋转矩阵 R。为了方便后续对旋转
矩阵 R进行线性化，本文暂时使用四元数对其进行表述。偏航角对应的四元数
可以表示为：

qψ = (cos(
ψ

2
), 0, 0, cos(

ψ

2
)),

而 z轴对应的四元数可以表示为：

qz =
1√

2(1 + zb(3))
(1 + zb(3), −zb(2), zb(1), 0).

由此可推出体坐标系到惯性系的四元数为：

q = qz × qψ =
1√

2(1 + zb(3))



(
1 + zb(3)

)
· cos(ψ

2
)

zb(1) sin(ψ2 )− zb(2) cos(ψ2 )
zb(1) cos(ψ2 ) + zb(2) sin(ψ2 )(

1 + zb(3)
)
· sin(ψ

2
)

 =


qw

qx

qy

qz

 , (2.54)

注意此处的乘法 ×为四元数的乘法。根据四元数与旋转矩阵的转换关系即可推
出旋转矩阵的具体表达式：

R =


1− 2(q2y + q2z) 2(qxqy − qwqz) 2(qwqy + qxqz)

2(qxqy + qwqz) 1− 2(q2x + q2z) 2(qyqz − qwqx)
2(qxqz − qwqy) 2(qwqx + qyqz) 1− 2(q2x + q2y)

 , (2.55)

由公式 (2.50c)可得，

ω = (RT Ṙ)∨ = 2(qz ⊗ qψ)
−1 ⊗ (q̇z ⊗ qψ + qz ⊗ q̇ψ)

=


żb(1) sin(ψ)− żb(2) cos(ψ)− żb(3)

1+żb(3)

(
zb(1) sin(ψ)− zb(2) cos(ψ)

)
żb(1) sin(ψ) + żb(2) cos(ψ)− żb(3)

1+żb(3)

(
zb(1) cos(ψ) + zb(2) sin(ψ)

)
zb(2)żb(1)−zb(1)żb(2)

1+zb(3)
+ ψ̇

 ,
(2.56)

进一步由 (2.50d)可以得到，

τ = Mω̇ + ω ×Mω, (2.57)

其中 ω̇可以通过对 (2.56)求导得到，ω̇中包括的平坦输出导数的最高项为 ρ(4)和

ψ(2)。至此，四旋翼无人机状态空间中的非线性动力学方程、平坦空间中的线性

动力学方程及两者之间的转换关系以及全部给出。
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由以上分析可知，应该使用四阶积分器的离散时间模型表示无人机在微分

平坦空间中的动力学模型，则优化问题中的动力学约束 (2.28b)应为，

st+1 = Ast + But, (2.58a)

A =


I TsI T 2

s

2
I T 3

s

6
I

0 I TsI T 2
s

2
I

0 0 I TsI
0 0 0 I

 ∈ ℝ16×16, B =


T 4
s

24
I

T 3
s

6
I

T 2
s

2
I

TsI

 ∈ ℝ16×4, (2.58b)

其中 Ts ∈ ℝ+为采样时间，I为适当维度的单位矩阵。状态变量为平坦输出及其
一至三阶导数，即 st = (zt, z

(1)
t , z

(2)
t , z

(3)
t )，而控制变量则应为平坦输出的四阶

导数，即 ut = z
(4)
t 。

图 2.5 无人机的凸多胞体几何外形近似。

由于无人机的几何外形较为简单，本文直接使用单个多胞体对无人机的几

何外形进行近似，如图 2.5所示。该多胞体的坐标系与无人机的机体坐标系重合，
即其旋转矩阵由 (2.55)给出，其平移向量由 (2.52)给出。仅剩的问题为如何对状
态更新子问题 (2.33)进行凸近似。

无人机的任务目标为：以尽可能小的控制量跟踪期望轨迹，因此问题目标函

数 (2.28a)应当设定为以下形式：

l(st,ut) =
∥∥∥st − srt

∥∥∥2
Qs

+
∥∥∥ut − urt

∥∥∥2
Qu

(2.59)

其中Qs ∈ ℝns×ns 和Qu ∈ ℝnu×nu 为正定的加权矩阵，srt 为期望轨迹，urt 为根据

给定期望轨迹而得到的名义期望控制量。

注意到，问题中唯一的非凸部分为目标函数中的，

ℛ(st) =
∥∥∥RT

i (st)κ
k
ijt + ηkijt

∥∥∥2
2

(2.60)
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其中的参数由下式给出，

κkijt = CT
j µ

k
ijt, ηkijt = AT

i λ
k
ijt + ζkijt,

本文使用高斯牛顿法对该部分进行近似，即直接对 RT
i (st)κ

k
ijt + ηkijt在 skt 处进行

泰勒展开，并保留一阶部分：

ℛ(st) ≈
∥∥∥Jkijt(st − skt ) + ηkijt

∥∥∥2
2
, (2.61)

其中的雅可比矩阵 Jkijt可由链式法则给出：

Jkijt =
(
∂qt
∂st

∂RT
i κ

k
ijt

∂qt

)T
.

其中 ∂qt
∂st
可由公式 (2.54)算出，∂RT

i κ
k
ijt

∂qt
可由公式 (2.55)算出。至此，全尺寸实时

避障算法在四旋翼无人机上的使用方法已经全部给出。

2.4.2 AirSim高保真仿真

本小节在 AirSim[84]高保真仿真器中对四旋翼无人机的高精度避障算法进行

仿真验证。同时为了突出算法在实时性上的优越性，所提出算法将于以下目前文

献中较为先进的算法进行对比：

1. 基于优化的避障算法[32] (Optimization-based Collision Avoidance, OBCA)。该
算法采用符号距离描述的避障约束，并且直接采用通用的非线性优化器，

如伪牛顿法、序列二次优化法，直接对高维问题进行求解。值得一提的是，

OBCA算法通常被视为离线规划算法。
2. 正则化对偶交替方向乘子法[34] (Regularized Dual Alternating Direction

Method of Multiplier, RDA)。该算法采用符号距离描述的避障约束，通过
交替方向乘子法将问题拆分为一系列二次锥规划问题以及一个相对较小的

非线性状态更新优化问题。并通过 CPU 的线程池技术实现二次锥规划问
题的并行求解，使用序列二次规划算法求解状态更新子问题。

上述方法都将在英伟达的 Xavier NX嵌入式开发平台上进行实现和测试。
AirSim是微软针对无人机开发的仿真平台，其核心组件包括环境模型、无

人机模型、物理引擎、传感器模型和飞控固件接口层等。在仿真过程中，AirSim
通过提供从仿真环境中获取的传感器信息向无人机飞控传递关键数据。飞控根

据接收的信息生成执行信号，传递至无人机模型。无人机模型根据这些信号计算

所需的力、扭矩，并设置电机转速。此外，阻力、摩擦力和重力等物理引擎的输

入用于计算无人机在仿真环境中的下一个运动状态。这些考虑了环境模型中的
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重力、空气密度、气压、磁场和 GPS坐标的无人机动力学信息再传递给传感器
模型，最终生成传感器获得的数据。

为了验证所提出算法，本文搭建了一个长 70米，宽 20米，高 6米的仿真场
景。在这个仿真环境中，分为障碍物稀疏区和障碍物密集区两个区域，这两个区

域总共拥有 32个柱状障碍物，如图 2.6(a)所示。

(a) AirSim中的仿真场景，包括一个障碍物稀疏区域和一个稠密区域，总障碍物数量为 32。

(b)使用 OBCA算法控制无人机得到的真实轨迹。

(c)使用 RDA算法控制无人机得到的真实轨迹。

(d)使用本文所提出算法控制无人机得到的真实轨迹。
图 2.6 一百次蒙特卡洛仿真中的一个例子。

对于所有方法，均设置模型预测控制的采样时间 Ts = 0.1s，预测时域 T =

16。本文所提算法及 RDA算法的惩罚因子 σ = 300。参考轨迹的初始位置设为

(0, 0, 1m)，其余状态设为零；终止位置为 (0, 70m, 1m)，其余状态设为零；执

行总时间为 25s。参考轨迹的生成方法为：在场景中先随机生成 5个路点，然后
使用多项式对初始位置、终止位置和路点进行插值。在导航的过程中，无人机只
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能感知到长 20米，宽 20米，高 6米范围内的障碍物。
其中一个对比案例如图 2.6(b)-图 2.6(d)所示。对于所有三个方法，无人机都

能成功地通过障碍物稀疏区域。然而，OBCA算法和 RDA算法都导致无人机在
障碍物密集区域发生了碰撞，只有本文提出的算法使得无人机成功避开了所有

障碍物。

表 2.1 四旋翼无人机全尺寸避障轨迹跟踪算法基准比较

算法名称 成功率
导航总花费时间 ⋆ 导航总代价 ⋆

最小值 最大值 平均值 最小值 最大值 平均值

OBCA算法[32] 35% 26.6s 32.7s 28.3s 380.7 532.6 483.9
RDA算法[34] 58% 27.2s 32.1s 28.5s 348.1 576.1 492.6
本文所提出算法 92% 26.8s 33.8s 28.7s 322.4 558.2 458.7

⋆只有导航成功的样本会被纳入统计中。

本文将 100次蒙特卡洛实验的结果总结于表 2.1中。可见，三种算法在导航
时间及导航代价这两项指标上表现相似，然而本文所提出方法的成功率显著超

过了 OBCA算法和 RDA算法。
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101

102

103

104

t = 100ms

图 2.7 三种算法在预测时域 T = 16时，单个控制循环所需的平均计算时间。

为了进一步解释表中的结果，三种算法的计算时间被总结于图 2.7中。OBCA
算法直接求解非凸优化问题，由于避障约束需要引入额外的对偶变量，所以非

凸优化问题的维度与障碍物数量成正比。因此，当障碍物部件的数量M 增加时，

OBCA算法的计算时间显著增加。如图 2.7所示，OBCA算法在障碍物密集环境
中不能保证及时地 (在一个采样周期内，即小于 0.1s)生成安全轨迹，所以会导
致无人机发生碰撞。RDA算法和本文提出的算法均使用交替方向乘子法将高维
度非凸优化问题拆解为一系列低维度凸优化问题和一个相对较小的非线性状态

更新优化问题。不同之处在于，RDA算法使用的是基于符号距离的碰撞检测方
法，从而导致了一系列二次锥规划。这些二次锥规划问题需要使用 CPU的线程
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池技术求解，这在嵌入式设备上依然需要消耗巨大的计算量。而本文提出的算法

由于使用了基于一致放缩的碰撞检测方法，从而导致了一系列的二次规划问题，

这些二次规划问题利用 GPU的多线程算法求解，可以节省大量求解时间。
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图 2.8 RDA算法在嵌入式平台 Xavier NX上进行一次对偶更新所需要的平均计算时间。
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图 2.9 本文算法在嵌入式平台 Xavier NX上进行一次对偶更新所需要的平均计算时间。

为了突出所提出算法相较于 RDA算法的优势，本文总结了两种算法的对偶
变量更新在嵌入式开发平台 Xavier NX上所需消耗时间。值得注意的是，嵌入式
开发平台 Xavier NX的 CPU的核心数为 6，而 GPU的核心数量为 384。结果如
图 2.8和图 2.9所示，可以看到本文提出算法的计算时间显著小于 RDA算法，因
此即使在障碍物稠密区域，本文所提出算法依然能够及时地生成安全轨迹。
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2.5 小结

本章依据模型预测控制的思路提出了一种 GPU加速的基于优化的单体全尺
寸避障框架。为了实现全尺寸避障，在本框架中，机器人和障碍物的几何外形均

被近似为多个凸多胞体组合。本章首先从凸多胞体的碰撞检测问题出发，提出了

一种隐式的精确无碰撞约束，随后利用凸优化的强对偶性，给出了无碰撞约束的

一种解析化表达。同时，本章也给出了该无碰撞约束背后蕴含的几何原理，给出

了形象化且易于理解的解释。

针对该无碰撞约束会引入过多对偶变量使得优化问题难以求解的问题，本

章按照交替方向乘子法的范式，将高纬度非凸问题转化为一系列低维度凸二次

规划问题和一个可处理的状态更新优化问题。为了求解提高求解的实时性，本章

给出了利用 GPU加速求解多个低维度凸二次规划问题的方法。
为了演示算法的效果，本文以四旋翼无人机在障碍物稠密环境中的无碰撞

SE(3)轨迹跟踪作为案例研究，介绍了如何针对本框架的特点挑选被控对象的系
统模型、如何利用凸函数近似非凸约束和非凸目标函数的详细步骤。最后，通过

与目前主流算法 (如 OBCA算法和 RDA算法)的比较，证明了本文提出的算法
在嵌入式设备上具有更高的避障成功率和更优越的实时性。

本章通过引入 GPU加速和优化方法，为解决实际场景中复杂避障问题提供
了新的思路和解决方案。在未来，这一框架有望在自主智能无人系统的发展中发

挥重要作用，为其在复杂环境中的高效导航提供更可行的解决方案。
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第 3章 方位角约束下的编队导航方法

3.1 引言

基于优化的方法通过对机器人施加不同类型的编队约束来实现编队导航。现

有文献中使用了各种各样的约束来实现多机器人的编队，这些约束包括相对位

置约束[50,85-86]、相对距离距离[48-49]和相对方位[39]。使用什么样的编队约束方式决

定了机器人集群在躲避障碍物时可以使用的编队机动，从而间接地影响了编队

的性能。相对位置约束是最常用的编队约束方式。文献[50]使用相对位置误差的

欧几里得范数来设计人工势函数，并利用人工势场法驱动机器人收敛到期望编

队上。在文献[85]通过模型预测控制直接约束机器人之间的相对位置来实现期望

编队。然而，由于相对位置约束只对位移具有不变性，因此上述方法只能使用编

队整体平移机动来躲避障碍物，这严重限制了编队的灵活性，因此不适用于障碍

物密集的环境。为了给编队避障提供更多的自由度，相对距离约束和相对方位约

束被应用到了多机器人的编队导航中。在文献[49]利用距离约束对旋转和平移的

不变性来实现编队机动控制。与旋转机动相比，缩放机动在实际情况中更为重

要，特别是在执行诸如野外探索、废墟搜救等任务时，机器人集群通常需要使用

缩放机动来通过狭窄的缝隙和通道。文献[48]提出了一种基于归一化距离拉普拉

斯的代价函数—编队相似性误差，该代价函数对编队的旋转机动和缩放机动不

敏感，因此能够为障碍物躲避提供更多的自由度。然而，归一化需要所有机器人

之间的相对距离信息，这要求集群的通信网络拓扑必须是全联通的，这严重限制

了其扩展到大规模集群的能力。与相对距离约束不同，相对方位约束具备对缩放

和平移具有内在的不变性。此外，目前研究文献中已存在成熟的方位刚性理论，

可以保证在不完全图下实现具有唯一几何形状的编队。但目前尚且缺少将方位

约束和基于优化方法进行有机结合的文献。为了弥补这一差距，本章在权衡障碍

物避障能力和编队规模扩展能力之后，采用方位约束来描述编队。

3.2 方位角度刚性理论预备知识

在正式介绍基于方位角度的多智能体协同编队导航之前，有必要先介绍与

编队有关的基本概念及定理。为了保持文章的简洁，

定义 3.1 (编队构型)： 给定 N 个在 ℝd, d = {2, 3}空间中的智能体，记第 i个智
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能体的位置为 pi ∈ ℝd，则定义这 N 个智能体的编队构型为：

p = (p1,p2, · · · ,pN) ∈ ℝNd. (3.1)

定义 3.2 (编队网络)： 给定 N 个在 ℝd, d = {2, 3}空间中的智能体，智能体之间
的通讯使用图 𝒢 = (𝒱,ℰ)来描述。其中𝒱 = {1, 2, · · · , N}为节点集，在本文中，
每个节点对应一个智能体；ℰ ⊆ 𝒱 ×𝒱为图的边集，如果 (i, j) ∈ ℰ，则表明智

能体 i能从 j 处获取信息，本文聚焦于无向图，即，如果 (i, j) ∈ ℰ则可以推出

(j, i) ∈ ℰ。对于一个编队而言，其既和编队的构型 p有关，也和编队内多智能体

间的通讯网络 𝒢有关。因此，编队网络被定义为 (𝒢,p)。在后续章节中，为了方

便会简称编队网络为编队。

定义 3.3 (邻居集合)： 智能体 i的邻居集合定义为所有能够与之通讯的智能体，

𝒩i = {j | j ∈ 𝒱, (i, j) ∈ ℰ}. (3.2)

定义 3.4 (方位向量)： 在本文中，使用边向量 eij = pj − pi描述智能体 i和 j之

间的相对位置。使用方位向量 (Bearing Vector) gij = eij/∥eij∥描述智能体 i和 j

之间的相对方位。需要注意的是，与边向量相比，方位向量只具备方向信息，而

不具备距离信息。

定义 3.5 (正交投影矩阵)： 给定一个非零向量 x ∈ ℝd, d = {2, 3}，定义其正交
投影矩阵为：

Px = Id −
x

∥x∥
xT

∥x∥
∈ ℝd×d, (3.3)

其中 Id为 d维的单位矩阵。

性质 3.1： 非零向量 x的正交投影矩阵 Px具有以下性质：

1. 正交投影矩阵是对称矩阵，PTx = Px；

2. 相同正交投影矩阵的相乘满足 PxPx = Px；

3. 正交投影矩阵的零空间为 x，即 Null(Px) = span{x}；
4. 正交投影矩阵是半正定的，即 ∀y ∈ ℝd，有，yTPxy ≥ 0；

5. 对于任意两个非零向量 x,y ∈ ℝd，x,y平行当且仅当 Pxy = 0。

定义 3.6 (方位拉普拉斯矩阵[87])： 编队网络的拉普拉斯矩阵 𝓑 定义为以下

dN × dN 维矩阵：

[𝓑]ij =


03×3, i ̸= j, (i, j) /∈ ℰ

− Pgij , i ̸= j, (i, j) ∈ ℰ∑
k∈𝒩i

Pgik , i = j, i ∈ 𝒱

, (3.4)
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其中 [ℬ]ij ∈ ℝd×d是矩阵ℬ的第 i行，第 j 列的子矩阵。

拉普拉斯矩阵 ℬ不仅描述了编队的通讯网络信息，还描述了沿着所有边的方位

信息，因此包含了描述编队网络的所有信息。

方位刚性理论为分析编队网络的几何形状提供了强有力的数学工具。通过

方位刚性理论，可以设计条件使得编队网络始终具备一致的几何形状，因此有必

要介绍方位刚性理论。

定义 3.7 (方位相等)： 两个编队网络 (𝒢,p)和 (𝒢,p′)是方位相等的如果对于通

讯网络 𝒢内所有的边 ∀(i, j) ∈ ℰ都存在 P(pi−pj)(p
′
i − p′

j) = 0。

定义 3.8 (方位全等)： 两个编队网络 (𝒢,p)和 (𝒢,p′)是方位全等的如果对于编

队网络内任意两个节点 i, j ∈ 𝒱都存在 P(pi−pj)(p
′
i − p′

j) = 0。

定义 3.9 (全局方位刚性[44])： 一个编队网络 (𝒢,p) 被称为全局方位刚性，如果

任意与之方位相等的编队网络都与之方位全等。

定义 3.10 (无穷小方位刚性[87])： 如果只有整个构型的放缩和整个构型的平移能
够保证编队网络 (𝒢,p)中所有的方位信息不变，则称该编队网络具有无穷小方

位刚性 (Infinitesimally Bearing Rigid, IBR)。

无穷小方位刚性与全局方位刚性具有密切的关联：

引理 3.1： 无穷小方位刚性网络是全局方位刚性的。

在实际的应用中，通常希望运用无穷小方位刚性设计编队的网络，因为无穷

小方位刚性编队网络的几何形状是被唯一确定的。该结论由以下引理给出。

引理 3.2 (无穷小方位刚性编队网络具有唯一的几何形状)： 一个无穷小方位刚
性网络的构型 p′ 可以被一个放缩比例和一个平移向量唯一地确定。更准确的

数学表达为，给定一个编队网络 (𝒢,p)，则任意具有相同通讯网络且与之方位相

等的编队网络 (𝒢,p′)都具有以下的构型：

p′ = α · p+ 1N ⊗ ρ. (3.5)

其中 α ∈ ℝ为放缩比例，ρ ∈ ℝd为平移向量，1N ∈ ℝN 为元素全为 1的 N 维向

量。同时，称该通信网络 𝒢是广泛无穷小方位刚性的。

尽管编队网络是由构型 p和通信网络 𝒢共同决定的，但是编队网络的无穷

小方位刚性的性质主要是由通信网络 𝒢决定的，该结论由以下引理给出。
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引理 3.3 (无穷小方位刚性网络的密度)： 给定一个通信图𝒢，如果至少存在一个

构型 p′使得编队网络 (𝒢,p′)是无穷小方位刚性的。那么，对于几乎所有的构型

p，编队网络 (𝒢,p)都是无穷小方位刚性的。或者说，使得编队网络 (𝒢,p)不是

无穷小方位刚性的构型 p的测度为零。

3.3 编队导航优化问题建模与求解

本章节将基于优化的思想提出一种适用于障碍物稠密环境中的编队导航方

法。在该方法中，智能体集群通过协同优化一个编队性能指标来形成所期望的编

队。为了给避障提供更多的自由度，本文将在小节 3.3.1中提出一种新颖的编队
性能指标，该性能指标是对于整体编队平移和整体编队放缩是不变的。并且，本

文证明了在广义方位刚性网络的条件下，可以保证所形成编队的形状是唯一的。

随后在小节 3.3.2讨论智能体的轨迹表示方法并在小节 3.3.3中讨论基于该表示
方法的在线轨迹优化方法。最后，在小节 3.4中对所提出算法进行仿真和实物实
验验证。

3.3.1 编队性能指标

给定一个期望的方位 g∗ 和一个实际的边向量 e，则可以定义方位误差 δ 为：

δ = ∥Pg∗ · e∥2, (3.6)

方位误差的几何意义可以解释为实际边向量 e 垂直于期望方位 g∗ 分量的模长，

如图 3.1所示。方位误差 δ = 0当且仅当边向量 e平行于期望方位 g∗，或者 e = 0。

图 3.1 投影矩阵、方位误差的示意图。
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给定一个期望的编队构型 p∗ = (p∗
1,p

∗
2, · · · ,p∗

N)，可以根据计算出期望的方

位向量 g∗ = (g∗
12, · · · , g∗

ij, · · · )，进一步可以计算出期望编队网络 (𝒢,p∗)的拉普

拉斯矩阵𝓑。考虑以下半正定二次型的编队性能指标：

ψf (p) = pT𝓑p

=
1

2

∑
i∈𝒱

∑
j∈𝒩i

(pi − pj)
TPg∗ij

(pi − pj)

=
1

2

∑
i∈𝒱

∑
j∈𝒩i

∥∥∥Pg∗ij
(pi − pj)

∥∥∥2
2

=
1

2

∑
i∈𝒱

∑
j∈𝒩i

δ2ij ≥ 0,

(3.7)

其中 p = (p1,p2, · · · ,pN)为集群实际的构型。该编队性能指标对于编队的整体
放缩和整体平移具有不敏感性，由以下命题给出。

命题 3.1 (性能指标对于放缩和平移的不敏感性)： 如果期望编队网络 (𝒢,p∗) 的

通信图 𝒢是广泛无穷小方位刚性的，那么编队性能指标 ψf (p)的最小值为 0，且

对应的极小值点为：

{x ∈ ℝdN | x = α · p∗ + 1N ⊗ ρ, α ∈ ℝ, ρ ∈ ℝd}, (3.8)

其中 α为放缩比例，ρ为平移向量。

证明： 首先证明编队性能指标可以取到极小值 0。由编队性能指标的定义 (3.7)
可知，ψf (p) = 0当且仅当对于所有的边 ∀(i, j) ∈ ℰ都有 δij = 0，即 (pi−pj)平行
于 g∗

ij。接下来证明编队性能指标的极小值点为 (3.8)。当对于所有的边 ∀(i, j) ∈ ℰ

都有 (pi−pj)平行于 g∗
ij 时，由定义可知实际编队网络 (𝒢,p)于期望编队网络方

位相等。再由引理 3.2可知，实际网络编队的构型 p具有以下性质：

p = α · p∗ + 1N ⊗ ρ, (3.9)

证明完毕。 □

该命题证明了，编队性能指标 ψf (p)的极小值点所对应的构型与期望编队的

构型构型只相差一个放缩比例 α和一个平移向量 ρ。重申在本章引言部分对于多

智能体编队的期望：能够利用放缩、平移等方式对障碍物进行躲避。而编队性能

指标 ψf (p)的对于放缩、平移不敏感的特性正好符合这一期望。

这个编队性能指标 (3.7)是整个编队的性能指标，因为它是所有边的方位误
差的累加。然而，在实际的应用中更期望能够仅以局部信息，如邻居的信息来评

价编队的性能，因此有必要考虑对整体编队性能指标 (3.7)进行拆分。考虑以下
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拆分方法，使得局部性能指标仅依赖于邻居信息：

ψf (p) =
∑
i∈𝒱

ψi,f (p), (3.10a)

ψi,f (p) =
1

2

∑
j∈𝒩i

(pi − pj)
TPg∗ij

(pi − pj) =
1

2

∑
j∈𝒩i

δ2ij. (3.10b)

局部性能指标 (3.10b)具有以下特点：
1. 给定邻居的位置信息 {pj}j∈𝒩i

，局部性能指标对于智能体 i 的位置 pi 来

说是凸的。相较于文献[48] 中提出的编队相似性指标而言，局部性能指标

(3.10b)为集群形成编队提供了更大的收敛域。这个特点为集群中的智能体
能够从任何初始位置出发形成编队提供了可能性。

2. 局部编队性能指标 (3.10b)为智能体 i提供了全局性能指标 (3.7)中的全部
信息。在实际的使用过程中，智能体 i通常沿着全局性能指标 (3.7)的负梯
度方向移动来对指标进行优化。局部编队性能指标 (3.10b)对于智能体 i的

位置的梯度与全局编队性能指标 (3.7)的梯度之间只在幅值上相差两倍，而
两个梯度方向是一致的，即：

∂ψf
∂pi

= 2
∑
j∈𝒩i

Pg∗ij
(pi − pj) = 2

∂ψi,f
∂pi

, (3.11)

这使得智能体能够以分布式的方法协同优化性能指标来实现编队。

该性能指标可以如图 3.2所解释，当固定其他智能体位置时，局部性能指标
函数的极小值点就是使得方位误差最小的位置。有了这一局部性能指标，下一步

即为将其放入到轨迹优化的框架中进行优化。

3.3.2 智能体轨迹表示方法

在给出轨迹优化的方法之前，需要先讨论智能体轨迹的表示方法。由于绝大

多数自主智能无人系统都据有微分平坦的特性，如水面无人舰艇、自主地面移动

机器人、旋翼无人机和固定翼无人机等。由上一章的解释可知，这些系统的状态

都可以使用解耦的积分链来表示，因此在本章节中，将对每维度状态都采用分段

多项式进行表示。特别的，由于编队只和智能体系统的位置状态有关，本文只对

与位置有关的状态进行轨迹优化。

本文使用M 段分段多项式来表示智能体的位置轨迹，其中第 i段轨迹表示

为：

pi(t) = cTi β(t), ∀t ∈ [0, Ti), (3.12)

其中 pi(t) : ℝ → ℝd表示轨迹是以时间 t为参数的向量函数；ci ∈ ℝ(nd+1)×d为多
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1-3

图 3.2 当无人机 1-3位置确定时，无人机 4的局部编队性能指标及其梯度示意图。

··· ···

, ,
,, ,

··· ···

图 3.3 智能体的多项式轨迹示意图。

项式的系数；β(t) = (1, t, · · · , tnd) ∈ ℝnd+1为多项式的自然基；nd为多项式的次

数，需要根据智能体具体的类型做选择，本章节将聚焦于四旋翼无人机，为了保

证轨迹的四阶连续可导，选用 nd = 5。

整条轨迹最终被表示为：

p(t) = pm(t− tm−1), ∀t ∈ [tm−1, tm), m = 1, · · · ,M, (3.13)

其中 ti =
∑i

j=1 Tj 为第 i 个时间节点。为了方便表示，使用简记法, c =

(c1, · · · , cM)和 T = (T1, · · · , TM)。那么，当给定参数 c和 T 后，就可以唯一的

确定一条轨迹。整条轨迹的示意图如图 3.3所示。
对于导航而言，轨迹通常需要满足两个要求。首先，轨迹需要在特定时间经

过一系列路点 (waypoint)。其次，为了保证所表示的轨迹在实际中是可以执行的，
有必要保证轨迹 (3.13)是连续可导的。如对于四旋翼无人机，位置的四阶导数与
无人机的电机总推力、扭矩是直接相关的，为了保证控制量的连续性，需要保证
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该轨迹是四阶连续可导的，即保证轨迹是 C4连续的。

对于轨迹表达方式 (3.13)而言，只可能在时间节点 tm, m = 1, · · · ,M − 1处

出现不连续。因此只需要保证在每一个时间节点处的 C4连续即可。本文通过以

下约束保证轨迹在节点 tm处经过路点 qm及轨迹的 4阶连续可导性。

(
Em Fm

) cm

cm+1

 =

 qTm

05×d

 , m = 1, · · · ,M, (3.14)

其中 Em和 Fm由以下公式给出，

Em =



1 Tm T 2
m T 3

m T 4
m T 5

m

1 Tm T 2
m T 3

m T 4
m T 5

m

0 1 2Tm 3T 2
m 4T 3

m 5T 4
m

0 0 2 6Tm 12T 2
m 20T 3

m

0 0 0 6 24Tm 60T 2
m

0 0 0 0 24 120Tm


, (3.15)

Fm =



0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

0 0 −2 0 0 0

0 0 0 −6 0 0

0 0 0 0 −24 0


. (3.16)

矩阵 Em 的第一行约束了轨迹在时间节点 tm 必须经过路点 qm，而矩阵 Em
和矩阵 Fm的其余五行约束了轨迹必须是四阶连续可导的。
特殊的，对于轨迹的起点和终点，通常还分别需要满足给定的位置、速度和

加速度初始条件和终末条件。该条件由以下约束给出，

F0c0 =


qT0

q̇T0

q̈T0

 , EMcM =


qTM

q̇TM

q̈TM

 , (3.17)

其中 qT0 , q̇
T
0 , q̈

T
0 分别为初始位置、速度和加速度；q

T
M , q̇

T
M , q̈

T
M 分别为终止位置、速

度和加速度；矩阵 F0和 EM 由以下公式给出，

F0 =


1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0

 , (3.18)

44



第 3章 方位角约束下的编队导航方法

EM =


1 TM T 2

M T 3
M T 4

M T 5
M

0 1 2TM 3T 2
M 4T 3

M 5T 4
M

0 0 2 6TM 12T 2
M 20T 3

M

 . (3.19)

约束 (3.14)和 (3.17)最终被写为以下约束形式:

ℳc = 𝒬, (3.20a)

ℳ =



F0 0 0 · · · 0
E1 F1 0 · · · 0
0 E2 F2 · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · FM−1

0 0 0 · · · EM


(3.20b)

𝒬=(q0, q̇0, q̈0, q1, 03×5, · · · , qM−1, 03×5, qM , q̇M , q̈M)T . (3.20c)

在文献[77]中已经证明，对于任意 T ⪰ 0，矩阵ℳ都是可逆的。因此，一旦

给定路点 q = [q1, · · · , qM−1] ∈ ℝ3×(M−1) 和时间向量 T = [T1, · · · , TM ]，那么就

可以唯一地确定一条 C4的轨迹。因此，通过将在轨迹的参数将从 (c,T )转换为

(q,T )，轨迹将自然地保证轨迹能够穿过路点及 C4 连续性。在下一小节中，将

基于参数 (q,T )对轨迹进行优化。

3.3.3 轨迹优化问题建模及在线求解方法

考虑以下多智能体编队导航的轨迹优化问题：

min
q, T

λT · (Fc, FT , Fv, Fa, Fo, Ff , Fr) (3.21)

其中 λ为根据各项目标的代价函数进行取舍而设定的权重参数。函数 Fx，x ∈
{c, T, a, v, o, f, r}为根据不同性能指标和约束条件而设计的代价函数。
给定一个需要在整个轨迹上满足的约束函数 ψx ≤ 0，则其对应的代价函数

Fx为以下通过在整条轨迹的时域上进行均匀采样而构建的惩罚函数：

Fx =
M∑
m=1

Fx,m, (3.22a)

Fx,m =
Tm
κm

κm∑
k=0

ωkmax{ψx(tm−1 +
k

κm
Tm), 0}3 (3.22b)
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其中，max{ψx(tm−1 +
k
κm
Tm), 0}可以理解为约束违反的程度；ωk 为由梯形法则

而确定的积分系数[88]，其取值为 ωk = 1，k = 1, · · · , κm − 1及 ω0 = ωκm = 1
2
。

通常而言，函数 Fx,m 是以轨迹参数 (c,T )为变量的函数。然而，保证轨迹

的 C4 连续性，需要计算函数 Fx,m 相对于轨迹参数 (q,T )的梯度。该梯度信息

可以通过隐函数求导法则及链式法则求取。记 qi,j 为矩阵 q第 i行，第 j 列的元

素，则通过对等式约束 (3.20a)的两边进行求导可得：

ℳ
∂c

∂qi,j
=

∂𝓠
∂qi,j

. (3.23)

那么可以进一步求得函数 Fx,m相对于 qi,j 的梯度为：

dFx,m
dqi,j

= Tr{( ∂c
∂qi,j

)T
∂Fx,m
∂c
}

= Tr{(ℳ−1 ∂𝒬
∂qi,j

)T
∂Fx,m
∂c
}.

(3.24)

通过等式约束 (3.20a)的两边对 Tl进行求导可得：

∂ℳ
∂Tl

c+ℳ
∂c
∂Tl

= 0. (3.25)

进而可以得到函数 Fx,m相对于 Tl的梯度为：

dFx,m
dTl

=
∂Fx,m
∂Tl

+ Tr{( ∂c
∂Tl

)T
∂Fx,m
∂c
}

=
∂Fx,m
∂Tl

− Tr{(ℳ−1∂ℳ
∂Tl

c)T ∂Fx,m
∂c
}.

(3.26)

在公式 (3.24)和 (3.26)中，梯度 ∂ℳ/∂Tm可以根据公式 (3.15)和 (3.19)计算出来；
而梯度 ∂𝒬/∂qi,j可以根据公式 (3.20c)计算出来。只有梯度 ∂Fx,m/∂c和 ∂Fx,m/∂T

需要进一步讨论。

记 cl和 Tl为多项式系数 c和时间向量 T 的第 l个元素。当ψx(tm−1+
k
κm
Tm) ≥

0时，跟据 (3.22b)有，

∂Fx,m
∂cl

= 3
Tm
κm

κm∑
k=0

ωk[ψx(tm−1 +
k

κm
Tm)]

2 · ∂ψx
∂cl

. (3.27)

关于时间的梯度则有一些不一样，当 l ̸= m时有，

∂Fx,m
∂Tl

= 3
Tm
κm

κm∑
k=0

ωk[ψx(tm−1 +
k

κm
Tm)]

2 · ∂ψx
∂Tl

, (3.28)

当 l = m时有，

∂Fx,m
∂Tm

=
Fx,m
Tm

+ 3
Tm
κm

κm∑
k=0

ωk[ψx(tm−1 +
k

κm
Tm)]

2 · ∂ψx
∂Tm

. (3.29)
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到目前为止，仅剩 ∂ψx/∂cl和 ∂ψx/∂Tl需要根据不同的约束和性能指标进一步讨

论，其余所有梯度计算方法已经给出。紧接着将介绍无人机编队导航中需要用到

的约束及性能指标，及其梯度的推导。

1)控制效用 Fc：为了使得无人机花费尽可能少的控制效用，同时使得无人机的

轨迹尽可能光滑，通过惩罚无人机的加加速度的幅值设计以下控制效用指标：

Fc =
M∑
m=1

∫ Tm

0

∥p(3)
i (t)∥2dt, (3.30a)

∂Fc
∂cl

= 2

(∫ Tm

0

β(3)(t)β(3)(t)Tdt

)
cl, (3.30b)

∂Fc
∂Tl

= cTl β
(3)(Tl)β

(3)(Tl)
Tcl. (3.30c)

2)轨迹总执行时间 FT：为了使得无人机能够花费尽可能少的时间，通过惩罚无

人机轨迹的总时间来设计以下时间指标：

FT =
M∑
m=1

Tm,
∂FT
∂cl

= 0,
∂Fc
∂Tl

= 1. (3.31)

3)速度约束 ψv 和加速度约束 ψa ：在实际的场景中，无人机由于执行器饱和而

不能超过最大速度 vmax和最大加速度 amax，因此需要加入以下约束：

ψv = ∥ṗ∥2 − v2
max ≤ 0, (3.32a)

ψa = ∥p̈∥2 − a2
max ≤ 0, (3.32b)

它们对于多项式系数 cl的梯度为：

∂ψv
∂cl

= β(1)(t)β(1)(t)Tcl, (3.33a)

∂ψa
∂cl

= β(2)(t)β(2)(t)Tcl, (3.33b)

它们对于多项式时间间隔 Tl的梯度则为：

∂ψv
∂Tl

=

(
cTl β

(2)(t)β(1)(t)Tcl

)
· ∂t
∂Tl

, (3.34a)

∂ψa
∂Tl

=

(
cTl β

(3)(t)β(2)(t)Tcl

)
· ∂t
∂Tl

, (3.34b)

其中的 t为局部时间，即在第m段轨迹上，第 k个采样点的局部时间为 t = k
κm
Tm，

偏导数 ∂t
∂Tl
由以下公式给出：

∂t

∂Tl
=


0, m ̸= l,

k

κl
, m = l.

(3.35)
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4)静态避障约束 ψo：为了使得无人机能够躲避障碍物，无人机到最近障碍物之

间的距离应当大于安全阈值 dthr，因此设计以下约束：

ψo = dthr − d(p) ≤ 0, (3.36)

其中 d(p) 为位置 p 到最近障碍物的距离，该数值可以通过符号欧式距离场[89]

(Euclidean Signed Distance Fields, ESDF)获取。而安全阈值 dthr 应该根据无人机

的实际半径设置。该约束关于轨迹参数 cm和 Tm的梯度可以由以下公式求出，

∂ψo
∂cm

= −▽d(p)β(t)T , (3.37a)

∂ψo
∂Tm

= −ṗT▽d(p), (3.37b)

其中 ▽d(p)为符号欧式距离场在 p处的梯度。

5)编队性能指标 ψf：与之前的推导方法不同，由于涉及到多个无人机，因此需

要定义全局时间 τ。在第m段轨迹上，第 k个采样点的全局时间为：

τ = T0 + T1 + · · ·+ Tm−1 +
k

κm
Tm, (3.38)

其中 T0 为智能体 i轨迹的起始时间。为了让集群形成编队，应该使得局部编队

性能指标尽可能小，因此惩罚编队性能指标的大小，

ψf =
1

2

∑
j∈𝒩i

(
pi(τ)− pj(τ)

)T
Pg∗ij

(
pi(τ)− pj(τ)

)
≤ 0. (3.39)

编队性能指标相对于多项式系数 cm的梯度为，

∂ψf
∂cm

= β(
k

κm
Tm)

∑
j∈𝒩i

(pi − pj)TP T
g∗ij
, (3.40)

编队性能指标相对于多项式时长 Tl的梯度为，

∂ψf
∂Tl

=


k

κm

∑
j∈𝒩i

(
pi − pj

)T
Pg∗ij

(
ṗi − ṗj

)
, l = m,

−
∑
j∈𝒩i

(
pi − pj

)T
Pg∗ij ṗj, l < m,

(3.41)

6)协同避碰约束 ψr：为了保证无人机之间不发生碰撞，无人机之间的距离应该

大于两倍安全阈值，因此设计以下约束：

ψr =
1

2

∑
j∈𝒩i

(
4d2thr − ∥pi(τ)− pj(τ)∥2

)
≤ 0, (3.42)

该协同避碰约束对于多项式系数 cm的梯度为，

∂ψr
∂cm

= −β( k
κm

Tm)
∑
j∈Ni

(pi − pj)T , (3.43)
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该协同避碰约束对于多项式时长 Tl的梯度为，

∂ψr
∂Tl

=


− k

κm

∑
j∈𝒩i

(
pi − pj

)T(
ṗi − ṗj

)
, l = m,

∑
j∈𝒩i

(
pi − pj

)T
ṗj. l < m,

(3.44)

至此，所有性能指标、约束条件及其梯度都已给出。

轨迹优化问题 (3.21)是一个无约束的非线性优化问题，其中总是存在局部最
小值。可以通过基于梯度的优化算法来找到这些局部最小值，例如最速梯度下降

算法、L-BFGS算法[90]等。

由于这些解是局部极小值，因此会存在轻微不满足安全约束 ψo 和 ψr 的情

况。然而，在实际的编队导航中，这些约束存在轻微违反是可以接受的。并且，

通过设置安全惩罚 ψo和 ψr 的权重大于编队性能指标 ψf 的权重，安全约束将被

优先考虑，集群将会偏离期望的编队以确保安全，这也是本文希望看到的结果。

此外，在实际场景的编队导航过程中，设置相对较大的安全阈值 dthr以提供更大

的安全余量也是一种可接受的解决方案。

通常而言，由于编队性能指标（公式3.7）相对于平移和缩放的不变性，问
题（公式3.21）的可行解并不唯一。例如，如果在轻微平移和缩放后仍然没有与
障碍物发生碰撞的编队，对应的解也是可行的。解的不唯一性不会影响本文所提

出算法的有效性，因为所有的可行解都是可以接受的。

3.4 数值仿真验证

在本节中，将设计数值仿真验证本文算法的有效性。同时为了突出算法在编

队队形形成上的有效性，所提出算法将与目前文献中较为先进的算法进行仿真

上的对比。

为了比较不同算法的性能，需要使用量化的指标对算法进行评价。目前文献

中较为先进的算法如[48] 等，不仅可以利用编队的整体放缩、平移进行避障，还

可以对编队进行整体旋转来避障。本文提出的编队性能指标 (3.7)对于编队的整
体放缩、平移机动不敏感，但却对于编队的整体旋转机动是敏感的，因此不适用

于对算法进行验证。

为了消除放缩、平移和旋转机动对于编队性能的影响，本文采用编队偏移误

差 edev和编队相似性误差 esim来评价编队导航的性能。给定一个编队构型 p∗和

一个实际的编队构型 p，则第 i个智能体的编队偏移误差为：

ei,dev = pi − (s∗R∗p∗
i + ρ∗), (3.45a)
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s∗,R∗, ρ∗ = argmin
s,R,ρ

∑
i∈𝒱

∥pi − (sRp∗
i + ρ)∥2, (3.45b)

其中 R∗ ∈ SO(d), ρ∗ ∈ ℝd和 s∗ ∈ ℝ分别描述了实际编队构型与其最接近的期望

编队构型之间的旋转、平移和放缩比例。注意到，对于非线性优化问题 (3.45b)
的最优解是唯一的，且可以由文献[91] 中的方法算出闭式解。编队整体偏移误差

edist由以下公式给出：

edist =
∑
i∈𝒱

∥ei,dev∥2. (3.46)

编队偏移误差的上界 edev 和下界 edev 则由以下公式给出：

edev = max
(
e1,dev, · · · , eN,dev

)
, (3.47a)

edev = min
(
e1,dev, · · · , eN,dev

)
. (3.47b)

而编队的相似性误差 esim则由以下公式给出：

esim =
∥∥∥L̂∗ − L̂

∥∥∥2
F
, (3.48)

其中 ∥ · ∥F 为弗罗比尼乌斯范数 (Frobenius Norm)。而 L̂为以下归一化后的平方
距离拉普拉斯矩阵：

L̂ = I− D−1/2AD−1/2, (3.49)

其中 A = {aij}和 D = {dij}为对应的邻接矩阵和度矩阵，其定义为：

aij=

∥pi−pj∥
2, (i, j) ∈ ℰ

0, (i, j) /∈ ℰ
, (3.50a)

dij=


n∑
j=0

aij, i = j

0, i ̸= j

. (3.50b)

本小节将在编队保持、编队形成和综合场景中的编队导航三方面验证本文

所提出算法的有效性，并与文献[48]中的算法进行对比。

3.4.1 编队队形保持

本文采用蒙特卡洛模拟测试的方法统计 100次仿真中的指标来获取具有统
计学意义的测试结果，从而消除随机放置障碍物对于编队整体偏移误差 edist 和

编队相似性误差 esim这两个指标造成的影响。
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图 3.4 数值仿真中使用的七架无人机组成的球形编队队形。

在每一次仿真中，都会在长 50米，宽 15米，高 5米的环境中放置 40个直径

为 0.5米的圆柱形障碍物、30个内径为 2米的圆环形障碍物。七个无人机将从障

碍物密集区域的一边以 0.5 米每秒的最高速度限制向障碍物密集区域的另一边

飞行。七个无人机在初始位置处已经形成了期望的球形编队队形 (队形如图 3.4
所示)，并将在导航的过程中尽可能地尝试保持该球形编队队形直到到达目标位
置。如果在整个导航的过程中，所有无人机都不和障碍物发生碰撞，且编队的相

似性误差始终小于 0.2，则认为该次导航是成功的。

(a)七架无人机编队的完全图。 (b) 七架无人机编队的一种拉
曼图。

图 3.5 七架无人机编队数值仿真中使用的通讯图。

为了体现本文提出算法在分布式上的优越性，测试将分别采用以下两种通

讯图来进行测试：

1. 完全图，即所有智能体两两之间均能够通讯的图，如图 3.5(a)所示；
2. 拉曼图[92] (Laman Graph)，一种能够保证方位刚性但需要更少通讯的图，如
图 3.5(a)所示。

测试的结果被总结于表 3.1中。
可从表 3.1中总结出本文算法的表现。当通讯图为完全图时，本文所提出算

法和文献[48]中的算法在成功率、编队整体偏移误差 edist 和编队相似性误差 esim

三个指标上都有着相似的表现。
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表 3.1 算法性能对比：编队队形保持

算法 通讯图 成功率 编队整体偏移误差 edist 编队相似性误差 esim

文献[48]中的算法
完全图 94% 0.2792米 0.025

拉曼图 76% 0.7326米 0.162

本文所提出算法
完全图 95% 0.2073米 0.023

拉曼图 94% 0.2345米 0.028

然而，当通讯图为非完整图时，如拉曼图，文献[48]中的算法出现了明显的性

能下降。文献[48]中的算法通过直接优化编队相似性误差 esim 来实现编队。一方

面，编队相似性误差 esim 相对于实际编队构型 p不是凸的，因此存在许多局部

极小值点，这些局部极小值点对应的构型并不是期望的编队构型；另一方面，目

前并无理论保证编队相似性误差 esim 在非完整图下是能够进行有效优化的。因

此，直接优化编队相似性误差 esim 会导致集群收敛到非期望的编队构型上，因

此导致导航失败，并导致更高的编队整体偏移误差 edist和编队相似性误差 esim。

本文算法优化的编队性能指标 ψf (3.7)具有分布式和几何形状唯一的特点，
且这些特点均有理论上的保证。因此，当通讯图为拉曼图时，本文所提出的算法

依然保持着良好的性能指标。

一百次蒙特卡洛仿真中的一个例子如图 3.6(a)-3.6(d)所示。

3.4.2 编队队形形成

对于编队形成，本文同样使用蒙特卡洛测试的方法统计 100次仿真中的指
标来获取具有统计学意义的测试结果，从而消除无人机初始位置对于编队形成

成功率造成的影响。为了突出本文提出算法能使集群从任意初始位置出发，最终

收敛到期望队形，本文算法将与文献[48]中方法进行比较。

在每次仿真中，七个无人机被随机放置到无障碍物的环境中并向前飞行以

形成编队。编队队形中的位置在开始导航前被随机地分配给每个无人机，且本文

假设在仿真的过程中被设置为完整图。并且，本文定义一次测试被称为：

• 死锁：如果 esim > 0.2，且不再增加；同时对应的梯度 ∂esim/∂p ̸= 0或者
∂ψf/∂p ̸= 0。

• 变形：如果 esim > 0.2，且不再增加；同时对应的梯度 ∂esim/∂p ̸= 0或者
∂ψf/∂p ̸= 0。

• 成功：如果在 10s内，esim始终小于 0.2，且无人机集群没有陷入到死锁中。

注释 3.1： 判断依据 esim > 0.2，是通过对所有仿真数据使用最大最小间距算法
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(a)文献[48] 中提出算法使用完全图通信时

编队保持的结果，编队在导航中未发生过

多偏移。

(b) 本文所提出算法使用完全图通信时编
队保持的结果，编队在导航中未发生过多

偏移。

(c)文献[48] 中提出算法使用拉曼图通信时

编队保持的结果，编队在导航中发生了较

大的偏移量。

(d) 本文所提出算法使用拉曼图通信时编
队保持的结果，编队在导航中未发生过多

偏移。

图 3.6 一百次编队保持蒙特卡洛仿真中的一个例子。

进行二分类得到的。

表 3.2 算法性能对比：编队队形形成

算法 成功率 变形率 死锁率

文献[48]中的算法 62% 3% 35%

本文提出的算法 88% 0% 12%

本文将一百次蒙特卡洛仿真的结果总结于表 3.2中。文献[48]中的算法在编队

队形形成仿真中的成功率为 62%，且存在少部分情况收敛到变形的队形上，死锁
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率为 35%本文所提出算法在编队队形形成仿真中实现了 88%的成功率，同时死
锁率为 12%。因此本文算法在队形形成上优于文献[48]中的算法。

(a) t = 0s，集群处于初始位

置。

(b) t = 10s，集群向期望编队

收敛。

(c) t = 20s，集群陷入到死锁

当中。

图 3.7 文献[48]中提出算法在编队形成上的结果。

图 3.7(a)-3.7(c) 展示了文献[48] 中提出算法在一百次蒙特卡洛仿真中的一个

结果，集群最终陷入到了死锁当中。在该案例中，编队相似性误差 esim在值 0.32

处停止，且偏导数 ∂esim/∂p ̸= 0，这意味着编队需求与避障需求相矛盾。

(a) t = 0s，集群处于初始位

置。

(b) t = 10s，集群向期望编队

收敛。

(c) t = 20s，集群收敛到期望

队形。

图 3.8 本文所提出算法在编队形成上的结果。

图 3.8(a)-3.8(c) 展示了本文所提出算法在一百次蒙特卡洛仿真中的一个结
果，在该案例中，集群最终形成了期望球形编队队形。

3.4.3 综合场景中的编队导航

为了验证本文算法存在编队队形形成、编队队形保持和避障的能力，本文设

计了复杂障碍物环境中的综合测试。在仿真中七台无人机被放置在一个中心位

置 x = 0米的方形阵列中，它们将以 0.5米每秒的最高速度限制向障碍物密集区

域的另一边飞行。在飞行的过程中，无人机集群需要保持球形编队队形，通讯网

络为拉曼图。在综合场景，总共有三面带有缺口的墙，它们分别位于 x = 8米，

x = 18米和 x = 28米。这些墙意在验证本文所提出算法运用放缩机动和平移机

动躲避障碍物的能力。综合场景的 x = 38米到 x = 44米和 x = 55米到 x = 61

米位置存在两个障碍物密集区域，每个区域中存在 9个直径为 0.5米的圆柱形障
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碍物和 4个内径为 2米的圆环形障碍物。这些障碍物密集区域意在验证本文算

法的队形保持能力。综合场景的示意图如图 3.9和 3.10所示。

0 10 20 30 40 50 60
0

2

4

6

图 3.9 文献[48]所提出方法在综合场景中的编队导航误差图，无人机相对距离图和轨迹图。
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图 3.10 本文所提出方法在综合场景中的编队导航误差图，无人机相对距离图和轨迹图。

文献[48] 中提出算法的仿真结果如图 3.9所示，由于受到环境中障碍物的干
扰，集群未能快速地形成球形编队，因此只能以散乱的集群形式穿过墙上的缺

口；当到达较为空旷的场景中后，集群才成功形成编队，后利用轻微的变形来躲

避障碍物密集区域中的障碍物并到达目标位置。在整个导航的过程中，集群的编

队偏移误差的上界 edev 和下界 edev 在各个维度上的分量如图 3.9的第一个子图
所示，由于一开始无人机集群无法快速形成编队，集群的编队偏移误差较大。在
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整个导航的过程中，无人机之间的相对距离如图 3.10的第一个子图所示，其中
红色的虚线为 2dthr = 1.0m，可见，在整个过程中所有距离都在 2dthr 以上，因

此没有发生碰撞。

本文所提出算法的仿真结果如图 3.10所示，集群首先成功地形成了球形编
队，紧接着动态地使用队形整体放缩机动和队形整体平移机动来穿过墙上的缺

口，最后利用轻微的变形来躲避障碍物密集区域中的障碍物并到达目标位置。

在整个导航的过程中，集群的编队偏移误差的上界 edev 和下界 edev 在各个维

度上的分量如图 3.10的第一个子图所示，尽管无人机集群无法在整个过程中都
保持零偏移，但偏移的范围能够满足绝大多数场景中的需求。在整个导航的过

程中，无人机之间的相对距离如图 3.10的第一个子图所示，其中红色的虚线为
2dthr = 1.0m，可见，在整个过程中所有距离都在 2dthr以上，因此没有发生碰撞。

3.5 小结

本章研究了障碍物密集环境中的多机器人编队轨迹优化问题。首先利用相

对方位约束相对于编队整体平移和编队整体放缩的不变性，设计了一种分布式

的编队性能指标。随后依据方位刚性理论从理论上证明了该分布式编队性能指

标的所有极小值点均为期望的编队构型，即这些编队构型之间仅相差了一个平

移量和放缩因子。

为了系统地考虑机器人集群的编队性能需求、避障需求和协同避碰需求，本

章提出了一种新颖的在线轨迹优化算法。通过变量转化消解了轨迹的连续性约

束，使得在新变量下描述的轨迹始终满足一定的连续性要求；通过精确罚函数法

将约束函数转化为惩罚函数，将原有含约束的轨迹优化问题转变为无约束的轨

迹优化问题；本章详细描述了一般惩罚函数对于轨迹参数的求导法则，给出了无

约束轨迹优化问题的梯度求解方法。

为了演示本章所提出编队轨迹优化算法的有效性，本章以四旋翼无人机在

障碍物稠密环境中的编队导航为案例进行仿真验证，并于同期学术前沿编队导

航算法在编队形成、编队保持和综合场景验证三方面进行对比，证明了本文提出

的算法的有效性和优越性。

本章通过引入相对方位约束来实现编队导航，充分利用了编队机动能力进

行避障，为实际场景中的编队导航提供了新的思路和解决方案。
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第 4章 基于势博弈的编队任务分配方法

4.1 引言

从上一章中的数值仿真中可以看出，仅利用轨迹优化算法依然会存在让集

群陷入到死锁的风险。同时观察到，当集群严重偏离期望编队队形时，发生死锁

的概率会变大。在本文所提出的编队轨迹优化框架中，导致死锁的主要原因为局

部编队性能指标 ψf 与协同避障约束之间 ψr 之间发生了冲突。一方面，集群中

的智能体希望最小化局部编队性能指标 ψf 而倾向于沿着 −∂ψf/∂p的方向移动；
另一方面，当集群中智能体的距离小于安全阈值时，智能体为了保证安全，即最

小化编队惩罚项 ψr，而倾向于沿着 −∂ψr/∂p的方向移动。因为编队性能指标和
安全约束对于编队导航而言都是重要的，函数 ψf 和 ψr 被加权后放到轨迹优化

问题 (3.21)中进行同时优化。因此，有一定的概率会发生以下情况：

λf
∂ψf
∂p

+ λr
∂ψr
∂p

= 0, (4.1)

其中，λf 和 λr分别为 ψf 和 ψr的权重。在式子 (4.1)中，ψf 的梯度将 ψr的梯度

抵消掉了，因此集群会保持不动发生死锁。一个具体的例子由图 4.1给出。

(a)任务分配前发生死锁：智能体 2正在

向着红色的目标前进, 然而 ∂ψ2,f/∂p2

将 ∂ψ2,r/∂p2 抵消掉了，因此智能体 2

无法前进；智能体 4也存在相似的状况，

因此发生了死锁。

(b)任务分配后死锁消解：智能体 2的目

标被重新分配为绿色的目标, ∂ψ2,f/∂p2

与 ∂ψ2,r/∂p2 之间不再有冲突；智能体

4也存在相似的状况，因此死锁被消解

了。

图 4.1 死锁和分配的示意图。蓝色的箭头代表着协同避碰约束的梯度 ∂ψi,r/∂pi，红色和绿

色的箭头为局部编队性能指标的梯度 ∂ψi,f/∂pi。

死锁是编队导航面临的一个具有挑战性的问题，尤其是在障碍物密集的环
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境中。文献[54]设计了一种基于规则的避碰机制，当两个机器人距离小于规定的

安全距离时，该机制会驱使它们向相反的方向。然而，采用这种机制进行避障可

能会使得机器人集群陷入第二类死锁[93]。为了生成安全的编队轨迹，文献[48]将

碰撞惩罚和编队相似性误差加权后同时优化。然而，当机器人相互阻塞时，碰撞

惩罚和编队相似性误差的梯度可能相互抵消，导致死锁。为了消解死锁，引入诸

如任务分配之类的高层次协调是十分必要的。基于以上讨论，本文将采用任务分

配的思想来解决死锁问题，并提出了一种直接优化编队性能指标的分布式贪婪

任务分配算法。

4.2 博弈论预备知识

在给出具体任务分配算法之前，有必要给出与博弈论有关的基础定义及基

础理论知识。

定义 4.1 (纯策略博弈)： 一个纯策略博弈被定义为三元组 (ℛ, 𝒮, 𝒰)，其中：

1. ℛ = {r1, r2, · · · , rN}为拥有有限个元素的参与者 (Player)集合，其中符号
ri表示第 i个参与者。

2. 𝒮 = {𝒮1,𝒮2, · · · ,𝒮N}为拥有有限个元素的策略 (Strategy)集合，其中集合
𝒮i表示第 i个参与者的可行策略集合，注意 𝒮i也为有限集合。

3. 𝒰 = {u1, u2, · · · , uN}为拥有有限个元素的效用函数 (Utility Function)集合，
其中函数 ui : 𝒮i → ℝ为第 i个参与者的效用函数。

在博弈论中，策略组合 (Strategy Profile)是指所有参与者在博弈中选择的策
略构成的组合。记策略组合为 s = (s1, s2, · · · , sN),其中 si ∈ 𝒮i 为第 i个参与者

所选择的策略。特别的，记 s−i为除了第 i个参与者外所有参与者选择策略的组

合，因此策略组合 s可以被写为 s = (si, s−i)。按照以上记法，可给出纳什均衡

的定义。

定义 4.2 (纯策略纳什均衡)： 一个策略组合 s∗ = (s∗1, s
∗
2, · · · , s∗N) 被称为纯策略

纳什均衡，当且仅当没有任何一个参与者可以通过仅改变自身策略来提升自身

的效用函数。使用更准确的数学语言描述：

ui(s
∗
i , s

∗
−i) ≥ ui(si, s

∗
−i), ∀ri ∈ ℛ, ∀si ∈ 𝒮i, s∗i ̸= si. (4.2)

在博弈论中，有一类具有特殊结构的博弈类型被称为严格势博弈。通过利用

其特殊的结构可以设计算法快速找到纯策略纳什均衡。
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定义 4.3 (严格势博弈)： 一个博弈被称为严格势博弈 (Exact Potential Game)，如
果存在一个函数 Φ : 𝒮→ ℝ满足以下性质:

ui(s
′
i, s−i)− ui(si, s−i) = Φ(s′i, s−i)− Φ(si, s−i),

∀ri ∈ ℛ, ∀s′i, si ∈ 𝒮i.
(4.3)

函数 Φ被称为势函数 (Potential Function)。

根据以上定义可知，对于势博弈而言，虽然势函数具有全局性 (即势函数是
相对于所有参与者定义的)，但策略改变造成的局部效用变化等于势函数的变化。
这揭示了势博弈具有局部变化反应全局的特点，该特点为分布式优化算法的设

计提供了一个良好的思路。除此之外，势博弈还具有很多良好的性质。

引理 4.1 (纯策略纳什均衡的存在性)： 严格势博弈存在至少一个纯策略纳什均
衡策略。

引理 4.2 (势博弈有限下降)： 如果严格势博弈的策略集合 𝒮是有限的，那么势函

数 Φ只能被最小化有限次。且每个参与者都按照最小化效用 ui的方法给出策略，

则最终得到的策略组合为该博弈的纳什均衡策略。

4.3 编队任务分配问题建模与求解

任务分配的目的为找到一个任务分配规则 α将每一个智能体唯一地分配到

一个编队网络节点上，同时最小化某些就特定的指标。在本文的框架中，为了提

高编队的成功率，所设计的任务分配规则应该满足以下两个需求。

1. 提高性能。更准确地说，任务分配需要使得初始队形尽可能地和期望队形
相似，即，尽可能地最小化编队性能指标 (3.7)；

2. 消解死锁。更准确地说，在任务分配之后形成的新的编队网络应该改满足
以下不等式：

λf
∂ψf
∂p

+ λr
∂ψr
∂p
̸= 0. (4.4)

为了满足以上需求，本章将提出一种基于博弈论的分布式贪婪任务分配算法。

4.3.1 任务分配问题建模

给定一个期望的编队网络 (p∗,𝒢∗)以及智能体集群的实际构型 p，任务分配

的目标为最小化以下整体编队性能指标 ψf，

min
α∈𝕊n

1

2

∑
i∈𝒱

∑
j∈𝒩i

δ2ij, (4.5a)
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δij =
∥∥∥Pg∗ij

(pi − pj)
∥∥∥
2
, (4.5b)

因为编队中节点的数量等于智能体的数量，因此任务分配规则 α ∈ 𝕊n，其中 𝕊n
为从集合 {1, 2, · · · , N}到其自身的对称群映射。
问题 (4.5a)实际上为二次分配问题 (Quadratic Assignment Problem, QAP)，二

次分配问题是 NP难问题中的最难以解决的一类[94]。在现有文献中，解决二次分

配问题的方法主要有精确算法和启发式算法两类。精确算法通过在整个解空间

中进行搜索来找到全局最优解。然而，问题的解空间通常随着问题的维度迅速

增大，因此精确算法在求解大规模问题时常常会面临难以负担的计算开销，所以

不适用于问题的实时求解。启发式算法则通过启发函数来引导算法的搜索方向，

从而加速问题的求解。启发式算法通常无法保证全局最优性，但具有更好的算法

时效性。为了保证算法的实时性本文将用最优性来换取计算效率，因此本章节提

出的算法属于启发式算法。

4.3.2 任务分配问题求解

本小节提出解决任务分配问题 (4.5a)的一种分布式贪婪算法。使用上标 k表

示任务分配算法的第 k 次迭代，例如 αk 和 ψkf 分别表示在第 k 次迭代时的任务

分配规则和编队性能指标。考虑在第 k次迭代时，编队中的节点 a和节点 b交换

被分配给它们的智能体，那么该次交换造成的整体性能指标变化为：

∆ψf (p) = ψkf (p)− ψk−1
f (p)

=
1

2
(
∑
i∈Na

∆δ2ia +
∑
i∈Nb

∆δ2ib +
∑
j∈Na

∆δ2aj +
∑
j∈Nb

∆δ2bj)

=
∑
j∈Na

∆δ2aj +
∑
j∈Nb

∆δ2bj

=2∆ψa,f (p) + 2∆ψb,f (p)

, (4.6)

其中 ∆δ2ij 为节点 i和节点 j 之间的方位误差的变化，即，

∆δ2ij = ∥Pg∗ij(pαk(i) − pαk(j))∥22 − ∥Pg∗ij(pαk−1(i) − pαk−1(j))∥22. (4.7)

由 (4.6)可以看出，尽管每个节点的局部编队性能指标是耦合的，但局部编队性
能指标的下降直接反映了全局编队性能指标的下降，该特点可以被运用到任务

分配算法的设计中。

因此，本文提出了一个分布式贪婪算法来解决任务分配问题 (4.5a)，该算法
的伪代码被总结在算法 4.1中。为了方便起见，定义 γ为任务分配规则 α的逆映

射，即, i = γ(α(i))。同时定义智能体 i的邻居集合定义为所有能够与之通讯的
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智能体，

𝒩̃i =
{
j
∣∣ j = α(v), v ∈ 𝒩γ(i)

}
. (4.8)

请注意，该集合与节点 i的邻居集合 𝒩i是有区别的。

算法 4.1 在第 k + 1次迭代中第 i个智能体的贪婪编队任务分配算法

1 向所有邻居 j ∈ 𝒩̃k
i 发送自己的轨迹 pki (t)和自己所分配的节点 γk(i);

2 从所有邻居 j ∈ 𝒩̃k
i 接收邻居的轨迹 pkj (t)和邻居所分配的节点 γk(j);

3 for a ∈ 𝒩̃k
i do

4 初始化局部方位角度的变化 ∆ψi,a = 0并更新当前时间 t = tnow;

5 for b ∈ 𝒩̃k
i /{a} do

6 根据 (4.7)计算出局部编队性能指标的变化，

∆ψi,a = ∥Pg∗
γk(i)γk(b)

(pa(t)− pb(t))∥2 − ∥Pg∗
γk(i)γk(b)

(pi(t)− pb(t))∥2;

7 end

8 end

9 向所有邻居 j ∈ 𝒩̃k
i 发送局部编队性能指标的变化 ∆ψi,j;

10 从所有邻居 j ∈ 𝒩̃k
i 接收局部编队性能指标的变化 ∆ψj,i;

11 记录造成最大的性能指标减少的邻居智能体 z = argminj ∆ψi,j +∆ψj,i;

12 if ∆ψi,z +∆ψz,i < 0 then

13 与 z交换分配的节点，γk+1(i) = γk(z);

14 与 z交换分配的节点的邻居，𝒩̃k+1
i = 𝒩̃k

z ;

15 end

在该算法中，第 i个智能体首先与其所有邻居智能体 j ∈ 𝒩̃k
i 交换自己的轨

迹和所分配节点 (算法 4.1，第 1-2行)。随后，计算与邻居智能体 j 交换节点后

造成的局部编队性能指标变化 ∆ψi,j (第 3-8行)。紧接智能体 i再次与其所有邻

居智能体 j ∈ 𝒩̃k
i 交换自己计算出的局部变化 (第 9-10行)。最后，根据 (4.6)检查

全局性能指标是否发生了下降，若发生了下降，则选取发生最大下降的智能体进

行节点交换 (第 11-15行)。算法 4.1的特点总结如下：
1. 算法 4.1可以完全分布式地实现，因为算法中只用到了邻居智能体的信息；
2. 算法 4.1的复杂度为 O(𝒩i

2
)。此外，通过该算法的复杂度可以通过使用一

些稀疏图，如拉曼图，来进一步降低。

注释 4.1： 在任务分配的过程中，一个智能体有可能同时受到多个邻居智能体
的交换节点请求。所以在实际的算法实现中，本文使用了文献[73] 中的双向握手

机制来解决该情况。即，当一个智能体受到多个节点交换请求时，该智能体只选
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择其中的一个请求，并向其期望的交换对象发送回复指令。同时，该机制的运用

使得本算法是异步的。

注释 4.2 (轨迹优化与任务分配的关系)： 对于单个智能体而言，编队轨迹优化和
编队任务分配被重复地执行在两个不同的线程中。其中编队任务分配以大概 1Hz

的频率运行，而轨迹优化算法则以尽可能快的频率运行。一旦发生了任务交换，

则相对应的智能体马上以新的任务分配规则初始化轨迹优化问题并求解新的轨

迹。

4.3.3 任务分配问题收敛性分析

在本小节将在博弈论视角下对算法 4.1的收敛性、解的稳定性进行分析。首
先注意到公式 (4.6)反映了局部编队性能指标下降会造成全局性能指标下降的特
点，该特点与严格势博弈中效用函数和势函数所具备的性质 (4.3)十分相似。实
际上，任务分配问题 (4.5a)可以被建模为一个严格势博弈问题，该结论由以下命
题给出。

命题 4.1： 任务分配问题 (4.5a)等价于一个严格势博弈问题。且依据最小化局部
性能指标的原则确定每个智能体的节点分配方法，则该问题至少存在一个稳定

的解，即，严格势博弈的纳什均衡策略。

证明： 将任务分配问题的边集合 ℰ当作博弈的参与者集合ℛ；将是否交换节点

i和节点 j 的智能体作为博弈参与者 (i, j)的策略集合 𝒮(i,j)；定义以下博弈参与

者 (i, j)的效用函数：

u(i,j) = ψi,f + ψj,f

=
1

2

∑
a∈𝒩i

δ2ia +
1

2

∑
b∈𝒩j

δ2jb;
(4.9)

最后定义以下势函数：

Φ =
1

2
ψf =

1

4

∑
i∈𝒱

∑
j∈𝒩i

δ2ij. (4.10)

根据公式 (4.6)，博弈参与者的效用函数 u(i,j)和势函数 Φ存在以下关系，

u(i,j)(s
′
(i,j), s−(i,j))− u(i,j)(s(i,j), s−(i,j))

= ∆ψi,f (p) + ∆ψj,f (p) =
1

2
∆ψf

= Φ(s′(i,j), s−(i,j))− Φ(s(i,j), s−(i,j)).

(4.11)
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根据定义 4.3可知，编队任务分配问题 (4.5a)等价于一个严格势博弈问题。再由
引理 4.1可知，该编队任务分配问题存在至少一个稳定解，即其对应严格势博弈
问题的纳什均衡策略。证明完毕。 □

1

3

2

4

( , )

( , )
( , )

( , )

图 4.2 编队任务分配势博弈的参与者。

在证明编队任务分配问题 (4.5a) 是一个严格势博弈问题，且存在稳定解之
后，依旧需要证明算法 4.5a能够在有限次迭代内达到稳定解，即纳什均衡解，该
问题由以下命题讨论。

命题 4.2： 算法 4.1会在有限次迭代后终止，且终止时的任务分配规则为一个稳
定的分配，即，其对应严格势博弈的纳什均衡策略。

证明： 对于有限个智能体，则任务分配的方案数为排列数，因为排列数是有限

的，所以该严格势博弈的策略集合是有限的。在算法 4.1的每次迭代中，智能体
i和智能体 j 只有在博弈参与者的效用 u(i,j) 下降的时候才会交换节点。由公式

(4.11)可知，博弈参与者效用 u(i,j) 的下降意味着势函数 Φ的下降。再根据引理

4.2可知，势函数 Φ只能下降有限次，这意味着算法 4.1会在有限次迭代后停止。
同样，由于每次选择的都是造成编队性能指标下降最大的分配方案，即博弈参与

者效用下降最大的策略，因此算法 4.1会最终停止在稳定解，即纳什均衡策略。
证明完毕。 □

重申本文对于任务分配算法的要求：既要尽可能地最优化编队性能指标

(3.7)，也要消解死锁。前述结论只能保证优化了编队性能指标，但并不能证明原
有的死锁也被消解了，因此需要进一步地讨论。

命题 4.3： 如果编队网络发生了死锁，那么在经过节点交换后，死锁会被消解。
换言之，编队网络发生了死锁，此时的编队性能指标为 ψf，则有以下等式关系：

λf
∂ψf
∂p

+ λr
∂ψr
∂p

= 0. (4.12)
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则在发生节点交换后，编队的性能指标变为 ψ′
f < ψf，并且存在以下不等式：

λf
∂ψ′

f

∂p
+ λr

∂ψr
∂p
̸= 0. (4.13)

证明： 注意到任务分配规则发生改变后，只有方位拉普拉斯矩阵 ℬ 发生了改

变，记任务分配规则发生变化后的拉普拉斯矩阵为 ℬ′。由于任务分配规则发生

改变后，整体编队性能指标发生了下降，因此有 ψ′
f < ψf，根据整体编队性能指

标的定义 (3.7)，有以下不等式：

pTℬ′p < pTℬp =⇒ pT (ℬ′ −ℬ)p < 0. (4.14)

由于 p ̸= 0 (否则所有智能体聚成一个点，该构型无意义)，因此有 (ℬ′−ℬ)p ̸= 0，

进而可以得到以下结论：

(ℬ′ −ℬ)p ̸= 0,
∂ψ′

f

∂p
= ℬ′p,

∂ψf
∂p

= ℬp =⇒
∂ψ′

f

∂p
̸= ∂ψf

∂p
. (4.15)

再由死锁的定义可得，

λf
∂ψf
∂p

+ λr
∂ψr
∂p

= 0,
∂ψ′

f

∂p
̸= ∂ψf

∂p
=⇒ λf

∂ψ′
f

∂p
+ λr

∂ψr
∂p
̸= 0. (4.16)

证明完毕。 □

至此，已给出关于算法 4.1所有要求性能的分析和证明。

4.4 仿真实验

在本小节中将对本章节提出的任务分配算法进行仿真验证，并与基于一致

性的分布式拍卖算法[54]进行比较。同时，为了验证本章节提出任务分配算法对

于编队导航成功率的提升，将给出任务分配后与轨迹优化的综合仿真结果。

4.4.1 任务分配仿真

考虑以下由 N 个节点组成的球形编队队形，所有节点均匀地分布在半径为

R的球体上，第 i个节点的坐标由以下公式给出，

ϕi = arccos(1− 2i

N
), θi = π(1 +

√
5)i

xi

yi

zi

 =


R cos(θ) sin(ϕ)
R sin(θ) sin(ϕ)
R cos(ϕ)

 .
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随后在 [−R,R]的范围内随机生成 N 个坐标，将这些坐标使用任务分配算法分

配到前述 N 个编队节点上。其中，N = 30的编队队形如图 4.3所示。任务分配
的评价指标由编队偏移误差 edev 和算法执行时间 T 给出。

图 4.3 N = 30, R = 1的球形编队队形。

设置 N = 30, R = 3将一百次蒙特卡洛仿真的结果总结于表中，一方面，本

文算法得到的编队偏移误差 edev 优于基于一致性的分布式拍卖算法，因为该算

法只能达到理论最优值的 50 %[66]。本文算法的执行时间显著优于基于一致性的

分布式拍卖算法，因此更适用于实时的编队导航。

表 4.1 分布式任务分配算法性能对比

算法 分配后的平均编队偏移误差 edev 算法平均运行时间 T

基于一致性的分布式拍卖算法[66] 42.53米 1.57秒

本文提出的算法 34.83米 0.34秒

一百次蒙特卡洛仿真中的一个例子如图 4.4所示。

4.4.2 任务分配与轨迹优化综合验证

本文提出的编队分配算法目的为提高编队导航的成功率，因此有必要结合

上一章提出的轨迹优化算法进行仿真和实验验证，仿真将在编队保持和编队形

成两方面展开，并在实物仿真平台上进一步验证算法有效性。
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(a)基于一致性的分布式拍卖算法[54]。

(b)本文所提出的任务分配算法。

图 4.4 任务分配数值仿真：一百次蒙特卡洛仿真中的一个例子。
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本文使用与上一章同样的仿真场景做一百次蒙特卡洛仿真实验，将加入任

务分配后的结果与无任务分配前进行对比，对比结果总结于表 4.2中。可以看出，
在加入任务分配后，由于智能体会被动态的分配到不同的节点上来适应外界扰

动，因此表现更好。

表 4.2 算法性能对比：编队队形保持

算法 通讯图 成功率 编队整体偏移误差 edist 编队相似性误差 esim

无任务分配
完全图 95% 0.2073米 0.023

拉曼图 94% 0.2345米 0.028

有任务分配
完全图 98% 0.1927米 0.020

拉曼图 98% 0.2121米 0.022

同样，使用与上一章相同的仿真环境对编队形成任务做一百次蒙特卡洛仿

真实验，将加入任务分配后的结果与无任务分配前进行对比，对比结果总结于表

4.3中。可见加入任务分配算法后，编队的死锁率有了显著的降低，因而提升了
编队队形形成的成功率。另一方面，由于任务分配能够提升初始编队相较于期望

编队队形的相似性，因此能够降低编队收敛到期望编队所花费的时间。

表 4.3 算法性能对比：编队队形形成

算法 成功率 变形率 死锁率 平均编队形成时间

无任务分配 88% 0% 12% 23.36秒

有任务分配 100% 0% 0% 9.73秒

(a) t = 0s，集群处于初始位

置。

(b) t = 5s，集群向期望编队

收敛。

(c) t = 10s，集群收敛到期望

队形。

图 4.5 有任务分配时，本文所提出算法在编队形成上的结果。

一百次蒙特卡洛仿真中编队队形形成的一个例子如图 4.5所示。可见，与无
任务分配相比，有任务分配能使得无人机仅需 10秒即可形成期望队形，原因是
任务分配能使得集群快速找到与当前构型最相似的期望队形。
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4.4.3 CrazyFlies实物验证

为了验证本文所提出算法在现实场景中的可行性，本文搭建了一个无人机

实验验证平台。该平台由一套动作捕捉系统、一台 Linux电脑主机和 5台无人机

组成。在仿真的过程中，无人机的位置和障碍物的位置通过动作捕捉系统获取，

随后这些信息将会被动作捕捉系统通过局域网传输到 Linux 电脑主机上进行处
理，如图 4.6所示。不同无人机的轨迹将会被 Linux电脑主机上不同的进程计算
出来，随后发送给无人机执行。

图 4.6 实验平台的各个部件及信息流向图。

在实验中，五架无人机被随机的放在 x = 0米之处。这些无人机将以 0.2米

每秒的最高速度限制飞行穿过障碍物区域，在飞行过程中无人机集群的期望队

形为箭头队形，每个节点的标号如图 4.7所示。测试场地中存在两个内径 0.9米

的圆环形障碍物和一个高为 2米，宽 0.2米的旗子障碍物，如图 4.8(b)所示。
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图 4.7 实物实验中使用的五架无人机组成的箭头编队队形。
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(a)实验中的编队偏移误差 ediv 在各个维度上的分量的上下界。

(b)实验中无人机的快照。

图 4.8 无任务分配时，本文所提出方法在实验中的编队导航误差图和快照图。

无任务分配时的实验结果如图 4.8所示。由于没有任务分配，初始编队构型
与期望编队构型相差巨大，因此难以在后续导航过程中快速形成队形，最终编队

陷入了死锁中。在整个导航的过程中，虽然无人之机间未发生碰撞，也未与环境

中的障碍物发生碰撞，但是编队偏移误差 edev 的平均值为 0.5249米，编队相似

性误差 esim始终大于 0.2,因而认定此次编队导航是失败的。
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(a)实验中的编队偏移误差 ediv 在各个维度上的分量的上下界。

(b)实验中无人机的快照。

图 4.9 有任务分配时，本文所提出方法在实验中的编队导航误差图和快照图。

有任务分配时的实验结果如图 4.9所示。得益于任务分配，在初始时无人机
集群就能找到与期望队形最相似的任务分配方案，因此初始误差相较于无任务

分配更小。在实验的过程中，无人机集群成功形成了箭头队形，并且通过在期望

队形上轻微偏移来躲避障碍物。在整个飞行过程中，无人之机间未发生碰撞，也

未与环境中的障碍物发生碰撞，编队偏移误差 edev 的平均值为 0.1164米，编队

相似性误差 esim快速收敛到 0.2以下,因而认定此次编队导航是成功的。

4.5 小结

本章主要研究编队导航中的任务分配算法。本章首先分析了单纯使用多机

器人编队轨迹优化可能导致机器人集群陷入死锁的原因，通过引入高层次协同，

即引入编队任务分配的方法解决了死锁问题。
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针对编队任务分配问题为二次分配问题而难以求解的挑战，本章将编队任

务分配问题建模为精确势博弈问题，将编队任务分配问题放在博弈论的框架下

求解。随后，本章节从理论上证明了算法能够在有限次迭代内收敛到纳什均衡策

略，并证明了该算法能有效提升编队的初始相似度、消解死锁。

为了证明了所提出算法的优越性，本章将所提出算法与学术界中的基准算

法 (基于一致性的拍卖算法)进行比较，结果表明所提出算法在最优性和实时性
上均优于基准算法。

最后为了验证算法对于编队导航的作用，本章将所提出算法与轨迹优化方

法进行联合仿真，并搭建 Crazyflies无人机实物平台进行实物验证，仿真和实验
结果均证明了引入高层次协同能够有效提升编队导航的成功率。
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第 5章 总结与展望

5.1 本文工作总结

本文面向障碍物密集环境研究多机器人的编队导航算法，专注于单机器人

全尺寸避障、多机器人分布式协同编队轨迹优化和编队任务分配三个主要研究

内容。实现了高计算效率，高求解质量的编队导航算法。本文的工作总结如下：

在第 2章中，本文深入研究了单机器人在密集障碍物环境中的实时避障算
法，取得了一系列成果。利用凸多胞体的碰撞检测方法和机器人几何外形的各向

异性特性，本文成功设计了光滑、解析和非保守的避障约束。通过将避障问题转

化为优化问题，本文进一步引入了交替方向乘子法和序列二次规划方法，解决了

高维非凸优化问题的实时求解难题。在验证过程中，本文以无人机为案例研究对

象，详细介绍了算法的实际应用，并利用 AirSim高保真仿真引擎验证了算法的
有效性和实时性。这些成果为单机器人在复杂环境中的自主导航提供了有力支

持。

在第 3章中，本文研究了多机器人在障碍物密集环境中的编队轨迹优化算
法。本文提出了基于方位刚性理论和方位约束的分布式编队性能指标，为机器人

集群提供了有效的轨迹优化方法。同时，本文在综合考虑了编队导航中的各项需

求 (如编队性能指标、机器人避障约束和相互避碰约束等)后，提出了一种无约
束的轨迹优化算法。该算法通过多项式轨迹作为优化变量，实现了轨迹的连续性

和求解的实时性。利用精确罚函数法将约束条件转换为惩罚函数，成功将受约束

问题转化为无约束优化问题。通过仿真实验，本文在障碍物密集环境中的编队保

持、形成和导航等方面验证了算法的有效性和优越性。这些成果为多机器人协同

编队导航提供了重要的理论支持和实践指导。

在第 4章中，本文针对单纯使用多机器人编队轨迹优化可能导致机器人集
群陷入死锁的问题，引入高层次协同的思想并设计了一种完全分布式的任务分

配算法。通过将编队任务分配问题转换为精确势博弈问题，本文给出了寻找稳

定任务分配方案，即势博弈纳什均衡解的方法。从理论上，本文证明了该算法能

在有限次迭代内收敛到纳什均衡策略，并证明该算法能有效提升编队的初始相

似度、消解死锁。通过基准比较和联合仿真验证了该算法的有效性，并通过使用

Crazyflies无人机实物验证证明了引入高层次协同能够有效提升编队导航的成功
率。这些成果为解决多机器人任务分配和编队导航中的关键问题提供了新的思

路和方法。
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5.2 未来研究方向展望

本文研究了障碍物密集环境中的编队导航，主要关注了单个机器人的全尺

寸避障、编队协同轨迹优化和编队任务分配三个方面的问题。提出了一系列基于

优化的避障、编队和任务分配算法。尽管这些算法在仿真和实物上得到了验证，

这些算法依然有提升的空间：

对于单个机器人的全尺寸实时避障问题。首先，本文算法目前局限于障碍物

和被控物体的几何外形均被建模为凸多胞体的情况。如何针对一般的几何外形，

如椭球、范数球，甚至是非凸几何建立高效的碰撞检测算法和无碰撞约束仍然是

一个值得深入研究的问题。其次，本文第 2章提出的算法在使用 GPU加速后的
主要运算瓶颈在于机器人的状态变量和控制变量更新。如何运用诸如微分动态

规划[95] (Differential Dynamic Programming)等在线最优控制求解技术进一步提升
运算效率亦是一个值得探索的方向。

对于多机器人的编队协同轨迹优化问题。首先，本文提出的算法需要所有机

器人都共享一个共同的参考坐标系，并且不能使用旋转机动躲避障碍物。如何去

掉共同参考坐标系，并且在不需要通讯拓扑为完全图的前提下实现编队旋转机

动还需要进一步探究。一个可行的方案可能为引入角度刚性理论[96]来设计编队

轨迹优化算法，作者将在未来的研究工作中进行尝试。其次，本文第 3章提出算
法的初始化需要用到 A星算法和快速搜索随机树类算法。然而，这些算法可能
为不同的机器人找到具有不同拓扑结构的初始路径，从而导致轨迹优化收敛到

质量较差的结果。如何设计适合编队导航的前端搜索/采样算法，或者为编队导
航算法设计拓扑优化算法仍然是一个悬而未决的问题。

对于编队任务分配问题。本文的算法目前仍然局限于消解集群的死锁，尚未

考虑如何将外部环境信息与集群状态信息进行有机结合为集群分配更合理的编

队目标点，这将是未来研究的方向。

最后，尽管本文给出了基于 Crazyflies的实物验证实验，但该实验依赖于动
作捕捉系统等实验室设备。如何仅利用机载运算资源、机载传感器实现真正具有

自主智能的机器人编队导航系统将是推广多机器人技术落地应用的关键。
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